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Pertanto il giorno 7 gennaio del corrente anno 1610, alla prima ora
della notte seguente, mentre guardavo gli astri celesti con il cannocchia-
le, mi si presentò Giove; e poiché m’ero preparato uno strumento proprio
eccellente, m’accorsi (ciò che prima non era affatto accaduto per la debo-
lezza dell’altro apparecchio), che gli stavano accanto tre Stelline, piccole
invero, ma pur lucentissime; le quali, per quanto fossero da me credute
del numero delle fisse, tuttavia mi destarono una qualche meraviglia, per
il fatto che apparivano disposte secondo un’esatta linea retta e parallela
all’Eclittica, e più splendide delle altre loro pari per grandezza.
Galileo Galilei
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Capitolo 1
Introduzione
Il lavoro presentato in questa tesi si basa su due aspetti fondamentali per quanto
riguarda lo studio e il raggiungimento degli obiettivi di una missione spaziale.
Il primo è la descrizione dei fenomeni fisici che possono occorrere nell’affron-
tare problemi reali di meccanica celeste, i quali nel nostro caso saranno relativi
al moto di Giove e delle sue lune. Tra di essi saranno posti in primo piano le
maree esercitate da un corpo celeste su di un altro e le risonanze orbitali tra i
moti che compongono un sistema.
Il secondo concerne i dati che si riescono ad ottenere dalle osservazioni, in
particolare legate agli esperimenti di radioscienza, e come essi possano essere
utilizzati per il calcolo di alcuni parametri fisici del sistema e le relative accura-
tezze. Di seguito faremo riferimento alla missione JUICE, JUpiter ICy moons
Explorer, come fonte dei dati di un possibile processo di determinazione orbita-
le, in quanto le orbite che effettuerà intorno ai diversi corpi celesti del sistema
di Giove forniranno le osservazioni su cui ci baseremo per ricavare i risultati di
questa tesi.
Questi ultimi riguardano tre dei satelliti galileani di Giove: Io, Europa e
Ganimede. I loro moti medi sono in una condizione particolare, denominata
risonanza di Laplace; è interesse di questa tesi stabilire se con i dati di JUICE
sia possibile affermare che tale situazione è stabile o il sistema si sta allontanando
da essa.
In più, nonostante lo spacecraft passi vicino ad Europa e Callisto ed orbiti
intorno a Ganimede, tralasciando quindi Io nel suo tour, vogliamo stabilire se,
e con quale precisione, è possibile calcolare l’orbita di quest’ultimo. Sebbene
JUICE non fornisca osservazioni dirette di Io, tramite un processo di determi-
nazione orbitale di minimizzazione dei residui, si possono ottenere informazioni
sul suo moto, in quanto legato a quelli dell’intero sistema di Giove.
Infine osserviamo che i due aspetti enunciati all’inizio di questa introduzione
non sono due temi a parte, ma sono legati da un rapporto consequenziale. Per
effettuare un processo di determinazione orbitale è necessario avere dei modelli
fisici e matematici accurati; in quanto per il calcolo di parametri che descrivono
proprietà fisiche abbiamo bisogno di equazioni che essi devono soddisfare, date
proprio da una teoria precisa e coerente. L’omissione di certi fenomeni non
studiati nella teoria può portare a risultati inconsistenti e fuorvianti.
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1.1 Struttura della tesi
La tesi è divisa in 6 capitoli:
• il primo è questa introduzione.
• Il secondo descrive brevemente Giove e i satelliti galileiani, e oltre a pre-
sentare la missione JUICE e lo spacecraft che verrà mandato in orbita,
sono descritte in dettaglio le manovre e le fasi che la sonda affronterà.
• Il terzo riguarda le forze mareali in generale e solo alla fine entreremo
nello specifico del sistema di Giove, con particolare attenzione alla coppia
Giove-Io.
• Il quarto è incentrato sulla risonanza di Laplace tra Io, Europa e Gani-
mede. Dopo aver introdotto gli effetti mareali nel sistema Giove-satelliti
galileiani, presenteremo i risultati ottenuti in decenni di studi e le possibili
teorie sull’origine e l’evoluzione di tale configurazione orbitale.
• Nel quinto viene introdotto in maniera formale il concetto di determina-
zione orbitale, vengono descritte le forze da tenere in conto per creare un
modello fisico accurato ai fini di ricavare le orbite dei satelliti galileiani, e
mostrato come utilizzare le future osservazioni di JUICE.
• Il sesto presenta i risultati ottenuti riguardanti sia la possibilità di vinco-
lare la posizione di Io avendo osservazioni solo di Ganimede, sia sulla pos-
sibilità di investigazione dell’evoluzione della risonanza di Laplace grazie
ai dati di JUICE.
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Capitolo 2
Il sistema di Giove e la
missione spaziale JUICE
Le missioni spaziali che per ora sono giunte nel sistema di Giove sono: Pyoneer
10 nel 1973, Pyoneer 11 nel 1974, Voyager 1 e Voyager 2 nel 1979, Ulysses nel
1992, Cassini nel 2000 e New Horizons nel 2007; tutte queste hanno compiu-
to solo degli incontri ravvicinati con Giove, alcune di queste perché dovevano
giungere a pianeti più esterni (Cassini era diretto verso Saturno e New Horizons
verso Plutone). La missione Galileo del 1995 è l’unica entrata in orbita intorno
al pianeta. Le prossime che giungeranno a Giove sono la missione Juno (che
arriverà nel 2016) e appunto la missione JUICE (2030).
Quest’ultima ha come obiettivo principale l’osservazione delle lune ghiacciate
di Giove (Europa, Callisto e Ganimede), ma affronterà anche una lunga fase
dedicata al pianeta stesso.
Una descrizione di Giove e dei suoi satelliti, con risalto a quelli galileiani,
è essenziale per poter descrivere successivamente gli effetti fisici a cui siamo
interessati, nonché per avere una panoramica dell’ambiente in cui si troverà la
sonda JUICE. Inoltre la maggior parte dei valori trascritti saranno utilizzati nei
calcoli dei prossimi capitoli.
E’ inoltre interessante notare le differenze tra i vari satelliti di Giove, le quali
rendono ancor più affascinante la futura esplorazione del sistema gioviano.
Per poter poi avere un’idea degli obiettivi che la missione spaziale può rag-
giungere tramite gli esperimenti di radioscienza, dobbiamo tenere conto delle sue
caratteristiche ingegneristiche e delle fasi che affronterà nel suo tour. Per que-
sto nella descrizione che seguirà daremo risalto alle orbite che JUICE effettuerà
intorno ai vari corpi celesti.
2.1 Il sistema di Giove
Giove è il quinto pianeta del Sistema Solare per vicinanza al Sole e di gran lunga
il primo per massa. Esso appartiene alla famiglia dei giganti gassosi, in quanto
oltre a un nucleo solido, la sua parte esterna è composta soprattutto da elio ed
idrogeno, proprio come una stella. Se osserviamo alcune foto di Giove quello
che vediamo non è la sua superficie, ma i banchi di nubi che lo avvolgono.
Le caratteristiche fisiche di Giove sono riportate nella seguente tabella:
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Oggetto Valore
Massa (kg) 1, 8986 · 1027
Raggio polare (km) 6, 6854 · 104
Raggio equatoriale (km) 7, 1492 · 104
Raggio medio (km) 6, 9173 · 104
g superficiale media (m/s2) 23, 12
Densità media (kg/m3) 1, 326 · 103
Coefficiente mareale k2 0.5
Coefficiente dissipazione Q 3.5 · 105
Giove come tutti i pianeti non è perfettamente sferico, anzi rispetto ad essi
è molto più schiacciato, con la classica forma prossima ad uno sferoide oblato,
dove la differenza tra il raggio polare e quello equatoriale è un ventesimo di
quest’ultimo (per la Terra invece è circa tre millesimi). Questo si rispecchia in
un valore elevato di J2, pari a 0.014736, il quale è indice di una distorsione della
sfericità del campo gravitazionale gioviano.
Esso possiede anche un esteso campo magnetico, molto maggiore rispetto a
quello terrestre, il cui asse è inclinato di 10◦ rispetto all’asse di rotazione del
pianeta.
L’orbita di Giove intorno al Sole è descritta dai seguenti parametri orbitali
(vedi Appendice B):
Elemento Valore
Semiasse maggiore (km) 7, 7841 · 108
Eccentricità 0, 0484
Velocità angolare media (◦/gg) 0, 083
Periodo (gg) 4333, 2
Inclinazione (◦, eclittica) 1, 30
Una delle più interessanti proprietà di Giove è la grande quantità di satelliti
naturali orbitanti attorno ad esso a causa della sua enorme massa, i quali ren-
dono il sistema di Giove simile a un Sistema Solare in miniatura, con la grande
differenza che Giove è un pianeta e non una stella. In tutto essi sono più di 60,
anche se solo le orbite degli 8 più interni hanno una certa regolarità, mentre i
restanti, più esterni, hanno orbite e forme che li rendono più simili ad asteroi-
di che a satelliti. Questi ultimi per lo più hanno dimensioni (non ha neanche
senso parlare di raggi in quanto molti sono lontani dalla forma sferica) di pochi
chilometri e orbite molto inclinate ed eccentriche.
I quattro più vicini a Giove formano il gruppo di Amaltea; essi sono in
ordine di vicinanza al pianeta: Metis, Adrastea, Amaltea e Tebe. Hanno forma
irregolare e il più grande è Amaltea, la cui dimensione maggiore vale circa 250
km.
Al di fuori dell’orbita di Tebe incontriamo i quattro satelliti galileiani.
2.1.1 I satelliti galileiani
I satelliti più importanti e affascinanti sono i cosiddetti satelliti galileiani, o me-
dicei, in onore del loro scopritore: Galileo Galilei. Egli nel suo trattato del 1610,
Sidereus Nuncius, descrive alcune osservazioni compiute con il suo cannocchiale
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Figura 2.1: I quattro satelliti galileiani in ordine di vicinanza a Giove. Da
sinistra: Io, Europa, Ganimede e Callisto.
rivolte verso Giove. Quello che vide fu la presenza di tre luci collineari intorno
a Giove, che in un primo momento identificò come stelle. Il cambiamento re-
pentino delle loro posizioni, che constatò mediante nuove osservazioni, gli rivelò
la loro vera natura di satelliti naturali, come la Luna lo è per la Terra. Pochi
giorni più tardi scoprì una quarta luce che faceva da compagna alle altre tre.
Erano stati così scoperti i quattro satelliti galileiani, in ordine di vicinan-
za a Giove: Io, Europa, Ganimede e Callisto. Tali nomi richiamano quelli di
quattro amanti del dio greco Zeus (Giove appunto) e furono conferiti ai quattro
corpi celesti dall’astronomo tedesco Simon Marius, che ne affermò la scoperta
qualche anno dopo il trattato di Galileo, con il quale ebbe un’accesa disputa
sull’argomento.
Massa (kg) 8, 932 · 1022
Raggio medio (km) 1, 821 · 103
Semiasse maggiore (km) 4, 218 · 105
g superficiale (m/s2) 1, 79
Densità media (kg/m3) 3, 528 · 103
Periodo (gg) 1, 7691
Velocità angolare media (◦/gg) 203, 49
Inclinazione (◦) 0, 05
Eccentricità 0, 0041
Coefficiente mareale k2 0.067
Coefficiente dissipazione Q 30
Figura 2.2: Immagine di Io e caratteristiche fisiche e orbitali.
Io è il più vicino dei quattro a Giove ed è l’unico privo di segni di ghiaccio
sulla superficie. In contrasto, la vicinanza al pianeta lo rende di particolare
interesse: come vedremo nel Capitolo 3, le forze di maree agenti su di esso
generano ed alimentano spettacolari fenomeni vulcanici. Le prime immagini
della superficie, catturate dalla missione Voyager nel 1979, documentarono ciò
che era stato già provato qualche settimana prima da Peale in [29], cioè che
l’interno di Io era sconvolto da fenomeni convettivi. Oltre alla presenza di
vulcani, sono stati documentati anche getti di lava e di gas, soprattutto nelle
zone a basse latitudini e lungo la congiungente Io-Giove.
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Dai valori della tabella in Figura 2.2, tra cui i parametri mareali che descri-
veremo nel Capitolo 3, e dallo stato di rotazione di Io si è ipotizzata la presenza
di un nucleo composto da ferro o solfuro di ferro, con un raggio pari all’incirca
alla metà di quello del satellite.
Io, inoltre, possiede un’atmosfera rarefatta, dovuta ai gas rilasciati dai vul-
cani (specialmente diossido di zolfo). Tali particelle vengono catturate dalle
radiazioni della magnetosfera di Giove, andando a creare un toro di plasma
lungo tutta l’orbita di Io; esso è formato da particelle ionizzate, tra cui zolfo,
ossigeno e sodio.
Massa (kg) 4, 800 · 1022
Raggio medio (km) 1, 561 · 103
Semiasse maggiore (km) 6, 711 · 105
g superficiale (m/s2) 1, 314
Densità media (kg/m3) 3, 014 · 103
Periodo (gg) 3, 5511
Velocità angolare media (◦/gg) 101, 37
Inclinazione (◦) 0, 47
Eccentricità 0, 0094
Coefficiente mareale k2 0.084
Coefficiente dissipazione Q 300
Figura 2.3: Immagine di Europa e caratteristiche fisiche e orbitali.
Il satellite muovendosi all’interno della magnetosfera di Giove si comporta
come un conduttore, producendo una corrente che scorre tra di esso e il pianeta,
attraverso uno spazio chiamato tubo di flusso.
Europa è il secondo per vicinanza a Giove e il primo delle cosiddette lune
ghiacciate. Esso è coperto dal ghiaccio, contaminato da altri elementi presenti
in modeste quantità, come zolfo e silicati; la peculiarità di questo satellite è la
possibile presenza di oceani di acqua liquida al di sotto della crosta di ghiaccio.
Tale scenario era già stato prospettato da Cassen in [3] ed è tutt’ora in fase di
verifica, anche grazie ai futuri dati e alle immagini della missione JUICE. Anche
questo sarebbe effetto delle forze mareali che dissipando energia all’interno del
satellite permetterebbero lo scioglimento del ghiaccio.
La superficie è caratterizzata da diverse spaccature (vedi la Figura 2.3) che
indicano un’attività geologica importante e una crosta attiva. L’analisi delle
aree intorno a queste linee ha mostrato che rispetto ad esse è in atto uno sci-
volamento delle placche. Lo studio di tali cambiamenti può fornire un’ulteriore
prova dell’esistenza di un oceano sotto il ghiaccio.
Europa ha una grande importanza per lo studio di mondi abitabili al di
fuori della Terra, in quanto possiede diverse caratteristiche per lo sviluppo della
vita organica. Esso inoltre possiede una sottile atmosfera composta anche da
ossigeno, sebbene quest’ultimo non è frutto di attività biologica.
Ganimede è il terzo dei quattro satelliti galileiani per vicinanza a Giove, e il
più grande di tutto il Sistema Solare. La sua ridotta densità mostra come buona
parte della sua massa sia dovuta al ghiaccio; si stima infatti che esso componga
circa la metà del totale. La maggiore lontananza dal pianeta comporta una
minore importanza degli effetti mareali agenti su di esso, rispetto a quelli già
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Massa (kg) 1, 4818 · 1023
Raggio medio (km) 2, 631 · 103
Semiasse maggiore (km) 1, 0704 · 106
g superficiale (m/s2) 1, 43
Densità media (kg/m3) 1, 942 · 103
Periodo (gg) 7, 1545
Velocità angolare media (◦/gg) 50, 31
Inclinazione (◦) 0, 20
Eccentricità 0, 0011
Coefficiente mareale k2 0.147
Coefficiente dissipazione Q 20
Figura 2.4: Immagine di Ganimede e caratteristiche fisiche e orbitali.
descritti su Io ed Europa. Essi non sono comunque trascurabili e si pensa che
almeno in passato abbiano contribuito all’evoluzione del satellite.
Anche Ganimede come Europa possiede una tenue atmosfera composta da
ossigeno, prodotta dalle radiazioni incidenti sulla superficie ghiacciata, le quali
in certe quantità permettono all’ossigeno di separarsi dall’idrogeno.
La presenza di un campo magnetico proprio di Ganimede suggerisce l’esi-
stenza di un nucleo di ferro, con un raggio minore della metà di quello del
satellite. Tale campo è immerso nel ben più vasto campo magnetico di Giove
ed interagisce con esso.
Massa (kg) 1, 07593 · 1023
Raggio medio (km) 2, 410 · 103
Semiasse maggiore (km) 1, 8827 · 106
g superficiale (m/s2) 1, 235
Densità media (kg/m3) 1, 834 · 103
Periodo (gg) 16, 689
Velocità angolare media (◦/gg) 21, 57
Inclinazione (◦) 2, 21
Eccentricità 0, 0074
Coefficiente mareale k2 0.119
Coefficiente dissipazione Q 400
Figura 2.5: Immagine di Callisto e caratteristiche fisiche e orbitali.
Callisto è il più distante dei satelliti galileiani da Giove e di conseguenza
quello che risente meno delle forze di marea. Esso ha la peculiarità di avere una
superficie con una presenza massiccia di crateri, prevalentemente composta da
ghiaccio. E’ considerato molte volte il satellite gemello di Ganimede, anche se
ci sono molte differenze tra i due, in particolare Callisto ha una storia geologica
meno significativa, privo di fenomeni tettonici di una certa importanza.
E’ stata ipotizzata la presenza di un oceano al di sotto di una spessa crosta
ghiacciata ed un nucleo formato da roccia e ghiaccio, dove quest’ultimo si dirada
più ci avviciniamo al centro del satellite.
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Osservazione 1. Come si può notare dai dati inseriti nelle tabelle, i periodi
orbitali dei primi tre sono prossimi ai rapporti 1:2:4. Questa osservazione sarà il
principio della cosiddetta risonanza di Laplace, di cui discuteremo ampiamente
nel Capitolo 4.
2.2 La sonda spaziale
Come abbiamo detto all’inizio di questo capitolo, è necessario conoscere le ca-
ratteristiche strutturali dello spacecraft e le sue potenzialità, per capire cosa
può essere osservato e misurato durante la missione, e con quale accuratezza.
Le informazioni di questo paragrafo sulla struttura della sonda e sugli stru-
menti che sono previsti a bordo (e ancora molte altre assenti in questa tesi)
possono essere trovate in [14], il documento per la presentazione della missione
redatto dal JUICE Science Study Team.
2.2.1 Caratteristiche dello spacecraft
Le soluzioni proposte per la realizzazione dello spacecraft sono tre e sono con-
sultabili in [14]; in questo paragrafo invece ci concentreremo sulle caratteristiche
più generali che tutti e tre i progetti devono rispettare.
Figura 2.6: Una delle possibili soluzioni per lo spacecraft.
JUICE sarà stabilizzato a tre assi, in modo da avere un controllo completo
sul suo assetto e quindi di poter gestire in maniera ottimale le antenne e gli
strumenti montati su di esso.
La presenza di pannelli solari è essenziale per rifornire di energia il satellite
artificiale, in modo che gli strumenti siano sempre utilizzabili. Essi saranno in
grado di ruotare lungo un asse, in modo che l’incidenza dei raggi solari permetta
un guadagno di energia massimo e in tutto ammonteranno ad una superficie tra
i 60 e i 75 metri quadrati.
Sullo spacecraft saranno caricati inoltre circa 2900 kg di propellente (elio
pressurizzato), il quale permetterà di effettuare le manovre programmate per la
missione.
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La comunicazione con le basi Deep Space a Terra saranno consentite grazie
ad un’antenna fissata al corpo principale dello spacecraft: essa permetterà di
ricevere segnali (uplink) e rimandare indietro segnali (downlink) sia in banda X
che in banda Ka. Il collegamento sarà di tipo 3-way: cioè il segnale di uplink
sarà in banda X (di frequenza 7.4 GHz) e Ka (34 GHz), mentre lo spacecraft
manderà in risposta il downlink in banda X (8.4 GHz) e Ka (32.5 GHz) per il
primo, mentre per il secondo solo in banda Ka (32.5 GHz).
Queste tre diverse possibilità di tracking permettono di diminuire l’incertezza
delle osservazioni effettuate negli esperimenti di radioscienza: infatti ottenendole
con diverse frequenze è possibile vincolare la densità del plasma interplanetario,
il quale è causa di rifrazione delle onde. In questo modo possiamo conoscere con
precisione la loro velocità, che non sarà pari alla velocità della luce, ma minore a
causa proprio di questo fenomeno di rifrazione. L’accuratezza delle osservazioni
della velocità (range-rate) è stata stimata circa 3 micron/s per integrazione di
1000 s e in distanza (range) circa 20 cm.
Infine grazie all’antenna JUICE sarà in grado di mandare un volume di dati
pari a 1.4 Gb al giorno.
2.2.2 Strumentazioni a bordo di JUICE
Gli strumenti a bordo sono in tutto 11 e di seguito ne diamo una breve de-
scrizione. Da notare che lo strumento essenziale per effettuare un processo di
determinazione orbitale completo è il transponder che riceve e ritrasmette i
segnali delle stazioni sulla Terra (presente nell’ultimo punto della lista). Co-
munque gli altri nella lista possono essere complementari ai dati ottenuti (per
esempio l’altimetro laser).
• Camera ad angolo stretto: essa fornirà immagini della superficie dei sa-
telliti ghiacciati, con un risoluzione di pochi metri per pixel (quando lo
spacecraft sarà abbastanza vicino al suolo), immagini di Giove e della sua
atmosfera, osservazioni di Io e della sua attività vulcanica. Il suo campo
di vista è molto piccolo (FOV = 0, 293◦).
• Camera a grandangolo: gli oggetti che investigherà sono praticamente gli
stessi della camera ad angolo stretto, ma il campo di vista è più ampio e
il suo compito è fornire dati geologici, geodetici e meteorologici di Euro-
pa, Ganimede e Callisto; nonché una mappatura ad alta definizione della
topografia di Ganimede, grazie al maggior tempo speso dallo spacecraft
intorno ad esso e alle orbite basse che JUICE percorrerà.
• Spettrometro per immagini visibili e infrarosse: tale strumento permette
di ottenere immagini degli obiettivi (Giove e le tre lune ghiacciate) con
risoluzione che va dalla luce visibile fino agli infrarossi; questo permetterà
di studiare la composizione e le proprietà fisiche dei tre satelliti ed anche
se sono presenti sostanze organiche.
• Spettrometro per immagini ultraviolette: come il precedente fornisce im-
magini di Giove e dei quattro satelliti galileiani nello spettro dell’ultra-
violetto; esso osserverà l’attività vulcanica su Io e i cambiamenti sulla
superficie, le interazioni tra la magnetosfera di Giove e di Ganimede e la
superficie dei tre satelliti ghiacciati.
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• Strumento per osservazioni di onde sub-millimetriche: permette di osserva-
re onde elettromagnetiche con lunghezza d’onda minore di un millimetro.
In particolare l’obiettivo è di investigare la struttura e la composizione
dell’atmosfera di mezzo di Giove, dei gas presenti sulle lune ghiacciate e
le proprietà termiche delle loro superfici.
• Altimetro laser: tale strumento emette un raggio laser verso la superficie
del satellite intorno a cui lo spacecraft orbita. Una volta che il messaggio
riflesso colpisce lo spacecraft, viene misurato il tempo impiegato dal laser
per il suo viaggio di andata e ritorno, permettendo di calcolare l’altezza al
suolo. L’altimetro laser è una grande fonte di informazioni per lo studio
della topografia, delle deformazioni mareali, della dinamica rotazionale e
per la misura dell’albedo, il quale caratterizza la riflessione della luce di
un corpo celeste.
• Radar di penetrazione del ghiaccio: emette onde capaci di oltrepassare
le superfici ghiacciate dei satelliti galileiani, permettendo lo studio degli
strati sottostanti, per esempio la loro composizione e capacità termica.
In più potrebbe rispondere alla domanda se è presente un oceano liquido
sotto la superficie ghiacciate di Europa.
• Magnetometro: misura l’intensità del campo magnetico, con una preci-
sione prospettata di 0.2 · 10−9 Tesla. L’obiettivo che si vuole raggiunge-
re grazie ai dati ottenuti è un modello matematico abbastanza accurato
del campo magnetico intrinseco di Ganimede e di quello indotto a causa
del campo magnetico di Giove. Inoltre c’è la speranza di ottenere pro-
ve sull’esistenza o meno di oceani sotto la crosta ghiacciata, tramite una
loro eventuale risposta rilevabile agli effetti del campo. Anche il campo
magnetico di Giove sarà oggetto di studio da parte dello strumento.
• Strumento per osservazioni di onde radio e del plasma: è composto da di-
versi sensori in grado di misurare componenti elettriche e magnetiche delle
onde elettromagnetiche, nonché emissioni radio. Principalmente, grazie ai
dati dello strumento, si vogliono ottenere informazioni sulla conduttivi-
tà elettrica dell’esosfera delle lune di Giove, sull’interazione con il campo
magnetico di Giove e sulla composizione della superficie dei satelliti.
• Strumento per l’analisi delle particelle e del plasma: sarà in grado di
caratterizzare le dinamiche interne al plasma, la sua interazione con il
campo magnetico di Ganimede e come le lune di Giove siano una risorsa
di particelle per alimentare i tori di plasma.
• Strumentazione per esperimenti di radio scienza: esso comprende un trans-
ponder in banda X e Ka, il quale permette di ricevere e ritrasmettere i
segnali mandati dalle basi sulla Terra, e di un orologio per il calcolo del
tempo. Abbiamo già descritto il suo funzionamento, nel Capitolo 5 mo-
streremo l’utilizzo di un tale meccanismo, per ora diciamo solo che grazie
ad esso si è in grado di calcolare la distanza e la variazione della distanza
dello spacecraft. Tali dati sono necessari per uno studio accurato dell’or-
bita dello spacecraft, della gravimetria dei vari satelliti galileiani e delle
maree.
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Molte delle informazioni riportate in questo paragrafo e nei precedenti non
saranno rilevanti per questa tesi, è comunque interessante capire quanti aspetti
caratterizzino una missione spaziale. Inoltre è affascinante scoprire quanto una
missione spaziale come JUICE possa essere punto di incontro tra diversi campi
scientifici quali l’astronomia, la fisica e le scienze naturali in genere. Per questo
l’occasione fornita da JUICE è unica per ottenere dati di natura completamente
diversa, e per tale ragione sarà sfruttata appieno grazie ai tanti strumenti a
bordo dello spacecraft.
2.3 Le fasi della missione
La descrizione del tour spaziale della sonda JUICE, e delle manovre previste una
volta arrivata nel sistema di Giove, ci permette di descrivere alcuni aspetti della
missione che altrimenti sarebbero trascurati. In più consentono una visione
abbastanza dettagliata della posizione dello spacecraft rispetto a Giove e ai
satelliti galileiani, necessaria per conoscere preliminarmente le accelerazioni che
la sonda risentirà durante il moto.
E’ previsto che JUICE parta dalla Terra nel 2022 e arrivi nel sistema di
Giove nel Gennaio del 2030; una volta completata la manovra di inserimento, lo
spacecraft orbiterà intorno al pianeta per circa un anno. In questa fase lo studio
sarà rivolto verso la magnetosfera e l’atmosfera di Giove, nonché all’osservazione
dei satelliti galileiani.
Nel Gennaio del 2031, sfruttando in precedenza un gravity assist con Callisto,
lo spacecraft effettuerà due fly-by (o incontri ravvicinati) con Europa; questi
saranno gli unici passaggi nei pressi del satellite, per cui anche le possibilità
migliori per ottenere osservazioni e dati di buona qualità.
Successivamente, a partire dai primi mesi del 2031, verranno effettuati diversi
fly-by con Callisto, rimanendo comunque in orbita intorno a Giove, per un
periodo di circa 200 giorni.
Gli undici mesi che seguiranno saranno sfruttati per permettere a JUICE di
lasciare l’orbita intorno a Giove e immettersi nella sfera di influenza di Ganimede
(approssimativamente nel Settembre del 2032). Di qui in poi inizierà la parte
della missione dedicata al terzo satellite galileiano, che passerà attraverso diverse
fasi, passando da un’orbita alta (circa 5000 km) fino ad una molto più bassa
(circa 200 km).
2.3.1 Viaggio interplanetario
In precedenza abbiamo descritto rapidamente il viaggio che compirà JUICE;
adesso però, avvalendoci della trattazione dell’Appendice C, vogliamo entrare
maggiormente nel dettaglio e spiegare la convenienza di certe manovre rispetto
ad altre. Lo spacecraft porterà con sé un quantitativo di carburante di 2900 kg,
che nel contesto delle manovre impulsive permette una variazione di velocità
totale ∆v = 2634 km/s.
Se dalla Terra lo spacecraft, che si trova su un’orbita bassa circolare di
parcheggio di raggio ri = 7000 km, si dirigesse direttamente verso Giove, per
esempio tramite una manovra di Hohmann (vedi Appendice C) tra l’orbita del
nostro pianeta a quella di Giove (le quali supponiamo circolari), sarebbe neces-
saria una velocità di eccesso iperbolico v∞ = 8.79 km/s, per la quale avremo
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una spesa di carburante (solo per la fase di fuga per poter giungere a Giove)
pari a ∆v = 6.15 km/s.
Invece, per arrivare a Venere la sonda dovrebbe lasciare la sfera di influenza
con una velocità di eccesso minima di v∞ = 2.5 km/s, con una relativa variazione
di velocità ∆v = 3.41 km/s. In realtà grazie ad una spinta gravitazionale della
Terra stessa il quantitativo richiesto è molto minore.
Nell’analisi di missione è prevista una velocità di fuga dalla sfera di influenza
pari a 3,15 km/s, di poco superiore a quella calcolata; ciò si spiega col fatto che
la posizione dei pianeti non soddisfa sempre i requisiti delle manovre ottima-
li, soprattutto in un viaggio così lungo e con tappe numerose quale effettuerà
JUICE.
Una volta giunti a Venere, sfruttando il suo campo gravitazionale, si riesce
a guadagnare una variazione di velocità, a cui vanno aggiunti i due successivi
gravity assist con la Terra.
Dopo l’ultimo gravity assist la sonda raggiungerà un eccesso iperbolico ri-
spetto alla Terra di 9.15 km/s, che sommati alla velocità della Terra, sono suf-
ficienti per giungere all’orbita di Giove (infatti abbiamo calcolato che bastano
8.79 km/s).
2.3.2 Inserimento nel sistema di Giove
La fase di inserimento JOI (Jupiter Orbit Insertion) non è come quella classica
descritta nell’Appendice C, ma immetterà la sonda su di un’orbita altamente
ellittica (vedi Figura 2.7) di perigiovio 13 RJ e apogiovio 243 RJ e richiederà
circa un ∆v pari a 900 m/s. Lo spacecraft arriverà nel sistema di Giove, sfrut-
terà un gravity assist con Ganimede e successivamente effettuerà la manovra di
inserimento nel pericentro della sua futura orbita.
Quest’ultima, inizialmente, avrà un periodo di circa 179 giorni, in risonanza
con Ganimede (25 : 1) e inclinata di circa 9◦. Tale risonanza permette alla sonda
di incontrare Ganimede nello stesso punto dopo un giro completo e di sfruttare
più volte il campo gravitazionale di Ganimede.
Grazie ai gravity assist l’orbita verrà ridotta di dimensione, passando in
ordine ad una risonanza 7 : 1, 4 : 1 e 3 : 1 sempre con Ganimede. Dopo 170
giorni l’orbita finale sarà tale che il suo perigiovio disti 11.6 RJ e l’apogiovio a
41 RJ dal centro di massa di Giove; in più l’inclinazione dell’orbita sarà portata
a 0◦, cioè si troverà nel piano equatoriale. Tutto questo richiederà una modesta
quantità di carburante, circa 23 m/s.
Diminuita la velocità della sonda, sarà possibile effettuare due fly-by con
Europa: il pericentro dell’orbita della sonda sarà pari al raggio dell’orbita di
Europa e in tale punto eseguirà gli incontri con il satellite. L’altezza minima
che si vuole raggiungere dalla superficie è 400 km (che sarà quindi l’altezza
del pericentro dell’orbita iperbolica); comunque le aree sorvolate dalla sonda
saranno molto limitate.
Successivamente una serie di dieci gravity assist con Callisto permetterà di
variare l’inclinazione dell’orbita intorno a Giove da 0◦ a 30◦ e tornare nuova-
mente a 0◦. Il punto in cui lo spacecraft incontrerà Callisto durante il gravity
assist sarà quasi costante, in quanto l’orbita di JUICE sarà in risonanza 1 : 1
con quella di Callisto (vedi Figura 2.8). A causa di questa risonanza e allo stato
corotante del satellite mediceo la sonda non coprirà un’area molto estesa della
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Figura 2.7: A sinistra è disegnata l’orbita intorno a Giove in cui JUICE verrà
inserita inizialmente. La sigla PRM nell’apocentro indica la manovra per au-
mentare la distanza del pericentro da Giove. In basso a destra invece è mostrato
il primo gravity assist con Ganimede e il punto della manovra di inserimento
JOI.
superficie del satellite. L’altezza target che in questo caso si vuole raggiungere
è 200 km dalla superficie.
Per questa fase è stata predisposta una spesa di 10 m/s per ogni fly-by,
per eventuali correzioni nelle orbite. Un spesa minore potrebbe consentire un
numero maggiore di incontri ravvicinati con Callisto.
I mesi seguenti verranno utilizzati per diminuire la velocità della sonda, con
l’obiettivo di immetterla in orbita intorno a Ganimede. A tal fine verranno
utilizzati dei gravity assist con Ganimede e Callisto e, dopo un periodo di quasi
undici mesi, verrà effettuata la manovra di inserimento nella sfera di influenza
di Ganimede.
2.3.3 Fase in orbita intorno a Ganimede
JUICE orbiterà intorno a Ganimede per circa nove mesi, ai quali si potrebbe
aggiungere la durata di un’eventuale missione estesa, cioè successiva alla missio-
ne nominale. Questo sarà possibile solo se le condizioni dello spacecraft saranno
ancora accettabili e se le risorse necessarie per mantenerlo in orbita non saranno
esaurite. In più dopo un certo periodo di tempo (200 giorni) dall’inizio della
possibile missione estesa, la sonda comincerà ad entrare all’interno di zone di
eclissi, perdendo la possibilità di ottenere energia dai pannelli solari. Alla fi-
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Figura 2.8: Serie di cambiamenti di piani orbitali grazie ai gravity assist con
Callisto. In viola è colorato il piano equatoriale di Giove, mentre le orbite di
Europa, Ganimede e Callisto sono segnate rispettivamente in rosso, blu e rosa.
L’unità di misura sugli assi cartesiani è il raggio di Giove RJ .
ne della missione JUICE comincerà a percorrere una spirale in discesa che lo
porterà a schiantarsi al suolo del satellite galileiano.
Dopo i tanti mesi di preparazione per l’inserimento in orbita intorno a Gani-
mede, la sonda si immetterà in un’orbita molto ellittica (200 per 10000 km), la
quale a causa della non simmetria del campo gravitazionale di Ganimede, evol-
verà velocemente, in modo che dopo circa 30 giorni lo spacecraft si troverà su di
un’orbita circolare con un’altezza dalla superficie di circa 5000 km. Il periodo
di tale orbita intorno al terzo satellite galileiano sarà di circa 11.7 ore.
Essa verrà mantenuta per 90 giorni, dopo i quali lo spacecraft tornerà nel-
l’orbita ellittica di partenza per passare successivamente ad un’orbita circolare
polare ad altezza 500 km. La spesa di carburante è valutata 480 m/s (vedi [14]),
mentre una manovra di Hohmann tra le due orbite circolari sarebbe costata cir-
ca 564 m/s, considerando un parametro gravitazionale per Ganimede pari a
GM = 9890 km3/s2. In questa fase il periodo del moto dello spacecraft sarà di
circa 3.07 ore.
Questa sarà la fase più lunga, con una durata prevista di 102 giorni. Succes-
sivamente JUICE scenderà ad un’orbita ancora più bassa (200 km) per almeno
30 giorni, anch’essa circolare e polare. Utilizzando le formule (C.3) e (C.4) riu-
sciamo a valutare un ∆v pari a 92 m/s. Il periodo orbitale sarà circa 2.64 ore,
il quale è quasi in risonanza 1 : 65 con il periodo del moto di Ganimede intorno
a Giove; la velocità tangenziale dello spacecraft invece sarà di circa 1.87 km/s.
Passare da orbite alte a orbite più basse è essenziale per ottenere dati mi-
gliori, sia a livello di immagini (fotografiche e iperspettrali) che gravimetrici. In
più, percorrendo orbite polari, JUICE avrà la possibilità di coprire una maggiore
superficie di Ganimede, grazie alla rotazione di spin del satellite.
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Capitolo 3
Le forze mareali
Dati due corpi, considerati inizialmente puntiformi, provvisti di massa, ognu-
no di essi subisce una forza, causata dalla presenza dell’altro, definita forza
gravitazionale. La ben nota legge che la descrive è
Fg = −GMm
r3
r, (3.1)
doveG è la costante di gravitazione universale che vale circa 6.674·10−11 m3/(kg·
s2),M la massa del corpo attrattore, m quella del corpo attratto ed r è il vettore
che va dal primo corpo al secondo; il segno negativo indica che la forza ha verso
opposto rispetto a r. La forza gravitazionale è conservativa, cioè il lavoro che
compie lungo una certa traiettoria dipende solo dai punti di partenza e di arrivo
(o equivalentemente ha rotore nullo), esiste quindi una quantità Ug definita
potenziale tale che:
Fg = m∇rUg.
Il potenziale gravitazionale è
Ug =
GM
r
.
L’approssimazione di corpi puntiformi è la più ovvia per cominciare e ha il
vantaggio di descrivere il potenziale di un corpo esteso a simmetria sferica, nei
punti esterni al corpo.
Cosa succede però se estendiamo entrambi i corpi da puntiformi a reali?
Principalmente dobbiamo tenere conto di due effetti:
• il potenziale gravitazionale generato dal corpo ha una forma ben più com-
plicata, che espliciteremo nel Capitolo 5 e che dipende dalla distribuzione
di massa;
• per quanto riguarda il corpo che subisce l’attrazione gravitazionale, esso
risentirà delle forze cosiddette mareali. Come vedremo nella prossima
sezione queste nascono dal fatto che i punti del corpo sono a distanza
diverse dal centro di massa del corpo attrattore, perciò in generale le forze
gravitazionale di cui risentono a causa di quest’ultimo hanno direzioni e
moduli differenti tra loro.
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3.1 Il potenziale mareale
Ci sono diversi modi per introdurre il potenziale mareale, che essenzialmente
dipendono dal sistema di riferimento adottato; in questo paragrafo è stato scelta
una discussione simile a quella condotta in [7]. Prima di dare una definizione del
concetto di marea e di potenziale mareale consideriamo un sistema formato da
tre corpi puntiformi in cui le uniche forze presenti sono le reciproche attrazioni
gravitazionali. Numeriamo i corpi con i = 1, 2, 3 e consideriamo le equazioni del
moto del terzo corpo, avendo in mente il fatto che per esso l’attrazione principale
è verso il corpo 1, mentre il corpo 2 agisce come una perturbazione.
Definiamo i vettori posizione ρi rispetto a un certo sistema di riferimento
inerziale, i vettori rij che partono dal corpo i e arrivano al j e i vettori ri che
partono dal corpo 1 e arrivano al corpo i (per i = 2, 3).
Volendo trovare l’equazione del moto per il corpo 3 rispetto al corpo 1,
calcoliamo prima:
m3ρ¨3 = −Gm1m3
r313
r13 − Gm2m3
r323
r23,
m1ρ¨1 =
Gm1m2
r312
r12 +
Gm1m3
r313
r13.
Ora basta sostituire le due parti calcolate nella seguente uguaglianza:
r¨3 = ρ¨3 − ρ¨1 = −G(m1 +m3)
r313
r13 −Gm2
(r23
r323
+
r12
r312
)
.
La prima parte è la classica accelerazione gravitazionale di un problema di
Keplero (o dei due corpi, vedi Appendice A), l’altra invece la consideriamo come
una forza di disturbo, prodotta dal corpo secondario, il cui potenziale è:
W = Gm2
( 1
r23
− r2 · r3
r32
)
. (3.2)
Ripresentiamo ora la stessa situazione considerando però questa volta il cor-
po 1 come un pianeta, di forma sferica la cui massa è concentrata tutta nel
baricentro (questa approssimazione non ci darà fastidio nello studio della per-
turbazione), e il corpo 3 un punto dello stesso corpo celeste (vedi Figura 3.1).
Il corpo 2 sarà un satellite che orbita intorno al pianeta e che agirà da corpo
perturbante sull’elemento interno al corpo. Le accelerazioni subite dal punto
non variano rispetto a quelle già descritte, quindi anche il potenziale rimane
della stessa forma. Per eliminare le pesanti notazioni precedenti ridefiniamo i
vettori considerati: la massa del satellite è m, il vettore che parte dal centro di
massa del satellite a quello del pianeta è r (il vecchio −r2), il vettore che va da
il centro di massa del pianeta al punto 3 dello stesso è R (il vecchio r3) e di
conseguenza indichiamo con r+R il vettore dal satellite al punto 3. In più sia
θ l’angolo formato da −r ed R.
Il potenziale di disturbo si riscrive:
W = Gm
( 1
|r+R| +
r ·R
r3
)
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Figura 3.1: Con 1 è indicato il pianeta, con 2 il satellite perturbante, mentre 3
è un punto interno al pianeta.
Possiamo così sviluppare il primo termine del potenziale in questo modo
(vedi Appendice D):
Gm
|r+R| =
Gm
r
+∞∑
n=0
(R
r
)n
Pn(cos θ),
dove i polinomi Pn(x) sono i polinomi di Legendre di grado n, così definiti:
Pn(x) =
1
2nn!
dn(x2 − 1)n
dxn
. (3.3)
Per n = 0 troviamo il termine di monopolo del potenziale gravitazionale del
satellite nel centro di massa del pianeta, che eliminiamo poiché vogliamo trovare
la perturbazione agente sul punto 3 rispetto al centro di massa del pianeta. Il
termine ottenuto per n = 1 è:
Gm
R
r2
cos θ = −Gmr ·R
r3
,
che si elimina con il secondo termine del potenziale W .
La forma finale del potenziale è:
W (R, θ) =
Gm
r
+∞∑
n=2
(R
r
)n
Pn(cos θ). (3.4)
Spesso indicheremo con Wn il termine di W :
Wn(R, θ) =
Gm
r
(R
r
)n
Pn(cos θ). (3.5)
In questo modo W è la sommatoria di tutti i termini Wn con n ≥ 2. Osser-
viamo che tali funzioni sono armoniche (ognuna delle quali diremo di grado n),
cioè ∆Wn = 0, dove ∆ è l’operatore:
∂2
∂R2
+
1
R2
∂2
∂θ2
Dalla presentazione precedente possiamo enunciare una definizione precisa
per cosa intendiamo con il termine marea.
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Figura 3.2: Raffigurazioni delle longitudini, delle latitudini e dell’angolo θ. La
terna (R,Φ,Λ) in questo caso identifica un punto sulla superficie del pianeta,
mentre (r, φ, λ) la posizione del satellite che genera le maree
Definizione 1. Considerati due corpi estesi, soggetti soltanto alla mutua forza
gravitazionale, chiamiamo forza mareale la differenza della forza che subisce
un punto di uno dei due corpi, a causa dell’altro, rispetto al suo centro di
massa. Essendo tale forza conservativa, essa avrà anche un potenziale, definito
potenziale mareale.
Il potenziale W calcolato precedentemente è la classica forma del potenziale
mareale, anche se per come abbiamo definito il concetto di marea non è l’unica
né la più precisa, in quanto il monopolo gravitazionale del satellite non è la sola
forza gravitazionale che esso produce come vedremo nel Capitolo 5. Essendo
comunque la forza mareale piccola rispetto alle altre forze in gioco, W è già una
buonissima approssimazione.
La scrittura del potenziale mareale si può modificare non considerando più
la posizione di un punto sul pianeta tramite l’angolo θ, ma prendendo la coppia
di angoli (Φ,Λ), rispettivamente latitudine e longitudine del punto 3 e (φ, λ)
del satellite, calcolati rispettivamente a partire da un meridiano 0 prestabili-
to e dall’equatore del pianeta. In tal caso al posto di cos θ otteniamo dalla
trigonometria sferica (o equivalentemente dall’uguaglianza cos θ = −r ·R/Rr):
cos θ = sin Φ sinφ+ cos Φ cosφ cos (Λ− λ).
La riscrittura completa del potenziale è (vedi Appendice D e [13]):
W =
Gm
r
+∞∑
n=2
(R
r
)n n∑
m=0
(l −m)!
(l +m)!
(2− δm0 )Pnm(sin Φ)Pnm(sinφ) cos(mΛ−mλ).
Anche questa è una decomposizione in armoniche (con ∆ operatore oppor-
tuno dato dalle tre coordinate spaziali), che definiremoWn,m, di cui n è il grado
e m è l’ordine. Il simbolo δm0 indica il delta di Kronecker, mentre le funzioni
Pnm sono le funzioni associate di Legendre così definite:
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Pnm(x) = (1− x2)m/2 d
m
dxm
Pn(x) =
1
2nn!
(1− x2)m/2 d
n+m(x2 − 1)n
dxn+m
; (3.6)
notiamo che per m = 0 si ottengono i polinomi di Legendre definiti precedente-
mente.
Le armoniche sferiche si dividono in armoniche sferiche zonali (m = 0) e
tesserali (m > 0), tra queste ultime si definiscono settoriali quelle con m = n.
Preso n = 2 vediamo come si scrivono le armoniche sferiche corrispondenti:
W2,0 =
3
4
GmR2
r3
[3(sin2 Φ− 1
3
)(sin2 φ− 1
3
)],
W2,1 =
3
4
GmR2
r3
sin 2Φ sin 2φ cos (Λ− λ),
W2,2 =
3
4
GmR2
r3
cos2 Φ cos2 φ cos (2Λ− 2λ),
dove in letteratura viene posto D = 3GmR2/4r3, definita costante di Doodson.
Un’altra riscrittura del potenziale W , ben più complicata e che qui omet-
tiamo, è possibile tramite gli elementi kepleriani descritti nell’Appendice B
(vedi [13]).
Tornando alla scrittura iniziale diW data dall’equazione (3.4), limitiamoci a
uno studio delle forze mareali che trascuri i termini da n = 3 in poi, in quanto il
termine di grado 2 ha un fattore molto maggiore rispetto agli altri, e mostriamo
quali sono gli effetti mareali su un pianeta. Il potenziale è approssimato dalla
seguente formula
W (R, θ) 'W2(R, θ) = GmR
2
r3
3 cos2 θ − 1
2
. (3.7)
3.1.1 Le accelerazioni mareali
Dall’equazione (3.7) è facile calcolare l’accelerazione, e di conseguenza la forza
mareale, risentita da un punto del pianeta. Tale accelerazione ha due compo-
nenti: una radiale
aR =
∂W
∂R
(R, θ) =
2GmR
r3
3 cos2 θ − 1
2
,
che produce un campo come in Figura 3.3.
L’altra componente è trasversale:
aθ =
1
R
∂W
∂θ
(R, θ) = −GmR
r3
3 cos θ sin θ = −3
2
GmR
r3
sin 2θ,
e produce un campo come in figura Figura 3.3, il quale spinge i punti della
superficie verso i due punti antipodali del pianeta che si trovano lungo la retta
individuata da r.
Sommando vettorialmente questi due campi punto per punto otteniamo il
campo delle forze mareali. Si noti che sono state disegnate le forze solo sulla
superficie, ma in realtà tutti i punti interni del pianeta risentono di esse (tranne
ovviamente il centro di massa, per come abbiamo definito il concetto di marea).
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Figura 3.3: A sinistra sono state disegnate le forze mareali radiali applicate
sulla superficie; i punti non soggetti a tali forze sono i 4 punti con cos2 θ = 1/3
(corrispondenti circa a ±54◦ e ±125◦). A destra invece sono indicate le forze
trasversali sulla superficie; i punti che non risentono di queste forze sono quelli
con θ pari a 0◦, 90◦, 180◦ e 270◦.
3.1.2 Introduzione all’altezza della marea
Dalla figura Figura 3.3 si nota la creazione di due protuberanze (in inglese
bulges) lungo la congiungente pianeta-satellite e ai lati opposti del centro di
massa del pianeta. Se il pianeta fosse coperto da un liquido ideale rispondente
immediatamente alla sollecitazione della forza mareale, la superficie si andreb-
be a disporre in modo da corrispondere a una superficie equipotenziale. Da
tale considerazione possiamo avere un’idea dell’altezza h della marea alzatasi.
Poiché deve esserci equilibrio lungo una superficie equipotenziale, il potenziale
gravitazionale e mareale sulla superficie devono essere uguali in valore assoluto:
gh = W (R, θ).
dove g è l’accelerazione gravitazionale sulla superficie; dunque l’altezza della
marea (che dipenderà dall’angolo θ) è pari a
h =
W
g
' 1
g
GMR2
r3
3 cos2 θ − 1
2
.
Sulla congiungente pianeta-satellite avremo il valore massimo:
hmax =
1
g
GMR2
r3
=
w2
g
,
dove da ora in poi indicheremo con w il valore massimo di W (R, θ) rispetto
all’angolo θ, e wn sarà il valore massimo della corrispettiva componente del
potenziale.
Osservazione 2. Il termine marea viene utilizzata comunemente per indicare
l’abbassamento e l’innalzamento del mare sulla Terra. I valori delle altezze che
la marea può raggiungere possono arrivare anche a diversi metri, ma una volta
che introduciamo i valori corrispondenti della Terra e della Luna (o del Sole)
ci accorgiamo che l’altezza massima raggiungibile vale solo qualche decina di
centimetri. Infatti essa rispecchia il valore che può essere raggiunto in mezzo
all’oceano, dove la massa d’acqua non ha costrizioni nel movimento. Se invece
consideriamo il mare nelle gole costiere, dove il fondale può salire in maniera
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molto ripida, allora l’acqua è costretta a scivolare in alto ad un’altezza ben
maggiore.
3.2 Potenziale gravitazionale indotto dalla marea
Le accelerazioni calcolate e le relative figure mostrano come il potenziale ma-
reale induca uno spostamento di massa all’interno del corpo celeste soggetto ad
esso. Questa ridistribuzione di massa produce un ulteriore potenziale gravita-
zionale, che chiameremo potenziale indotto e indicheremo con U , composto da
armoniche sferiche esterne, proporzionali a (Rp/r)n+1, dove Rp è il raggio della
sfera che delimita il pianeta (per i calcoli possiamo considerarlo come il raggio
equatoriale del corpo celeste) e r è la distanza di un corpo esterno soggetto alla
forza gravitazionale del pianeta stesso. Per calcolare questo potenziale aggiun-
tivo assumiamo che ogni armonica mareale Wn induca un’armonica anch’essa
di grado n, che sia lineare al potenziale che l’ha prodotta (vedi ad esempio [7]).
Un = Kn(r)
(Rp
r
)n+1
Wn(R, θ) (3.8)
dove Kn(r) sono funzioni che dipendono dalla distanza del punto esterno dal
centro di massa del pianeta. Il potenziale totale sarà la somma del potenziale
mareale e di quello gravitazionale indotto dalla marea:
Ψ(R, r, θ) = W + U
3.2.1 I numeri di Love e le deformazioni mareali
Se si considera il solo grado 2 e valutiamo il potenziale Ψ sulla superficie del
pianeta (la frazione Rp/r si riduce a 1), troviamo che il potenziale si scrive in
maniera semplice:
Ψ ' (1 +K2(Rp))W2.
Quando le funzioni Kn(r) sono valutate sulla superficie del pianeta, cioè r =
Rp, il valore viene indicato con kn. Per calcolare la nuova altezza massima della
marea dovremmo di nuovo uguagliare il potenziale gravitazionale con quello
mareale, ottenendo:
hmax =
maxθ Ψ
g
' (1 + k2)w2
g
Questo però vale sempre considerando una deformazione idrostatica; in real-
tà è necessario introdurre dei coefficienti che descrivono cosa succede realmente
a un corpo solido, che definiscono la cosiddetta marea solida.
Definizione 2. I numeri di Love sono dei coefficienti mareali che descrivono
come un corpo celeste risponde alla sollecitazione delle forze mareali. Essi sono:
• k, il rapporto tra il potenziale addizionale U prodotto dalla ridistribuzione
della massa del corpo e il potenziale mareale W , calcolati sulla superficie;
• h, il rapporto tra l’altezza della marea solida e l’altezza della marea de-
gli oceani considerando per quest’ultima il solo potenziale W , i quali
assumiamo disporsi lungo una superficie equipotenziale;
21
• l, il rapporto tra lo spostamento trasversale della marea solida e quello
degli oceani considerando per questi ultimi il solo potenziale W .
Segue che per conoscere la reale deformazione radiale sulla superficie di un
pianeta roccioso la formula esatta è:
hmax = h2
w2
g
.
Allo stesso modo possiamo indicare la deformazione trasversale lungo la
superficie:
lmax =
l2
g
max
θ
∂W2
∂θ
Poiché il potenziale mareale indotto è stato decomposto in armoniche sferiche
Un, possiamo assegnare i numeri di Love ad ognuno di esse, introducendo le terne
di valori kn, hn e ln, tra cui la più significativa, a causa del fatto che l’armonica
di grado 2 è di gran lunga la maggiore tra gli Un, è la terna k2, h2 e l2.
Osservazione 3. Se il corpo celeste in questione è un corpo rigido (di conseguenza
indeformabile), allora h = k = l = 0; se invece esso è un fluido ideale che
risponde immediatamente al potenziale mareale, allora h = 1 + k.
3.3 Attrito delle maree, dissipazione mareale ed
evoluzione del sistema
Fino ad ora abbiamo discusso delle maree considerando una risposta immediata
del liquido o della crosta solida del pianeta alle sollecitazioni mareali. Quello
che succede in un modello più realistico è un ritardo della formazione dei bulges
lungo la congiungente pianeta-satellite e ad un loro trascinamento dovuto alla
velocità di spin del corpo celeste (in questo senso si parla di attrito delle maree).
Questo si ripercuote sul potenziale indotto U , infatti come descritto da Kaula
in [13], esso ha un angolo di ritardo pari ad  rispetto al potenziale mareale W .
Nella scrittura omessa del potenziale U (tramite gli elementi kepleriani) apparirà
un termine di ritardo nella dipendenza angolare. Per quello che interessa a noi
possiamo considerare  solo come un angolo geometrico di lag tra i due potenziali,
e nella scrittura (3.8) l’angolo θ è misurato a partire dalla retta che passa per i
due bulges.
Diamo prima una descrizione qualitativa di quello che succede: consideriamo
infatti il piano perpendicolare ai vettori velocità angolari (supponendo siano
paralleli e che il piano contenga anche il centro di massa del satellite). Non
rispondendo la crosta del pianeta in maniera immediata, la posizione dei bulges
mareali precedentemente creatisi sarà influenzata dalla velocità di spin ωspin: in
particolare se ωspin > norb, come nella stragrande maggioranza dei casi avviene,
essi saranno trascinati in avanti, nel caso invece che ωspin < norb saranno in
ritardo rispetto alla congiungente pianeta-satellite. I due casi sono mostrati in
Figura 3.4.
La presenza di questa deformazione dalla forma sferica del pianeta porta a
un effetto molto interessante: infatti considerando le forze gravitazionali agenti
sul pianeta deformato avremo che la forza gravitazionale agente sui due bulges
produrrà un momento delle forze sul pianeta. Tra poco andremo a valutare
quest’ultimo, ma prima continuiamo la discussione puramente qualitativa.
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Figura 3.4: Momento agente sul pianeta deformato. In alto è mostrato il caso
in cui ωspin > norb, in basso il caso in cui ωspin < norb. I punti A e B indicano
i due distinti bulges mareali.
• Nel primo caso (ωspin > norb) questo momento rallenterà la rotazione del
pianeta intorno al suo asse, diminuendo così la ωspin del pianeta. Que-
sto accade poiché, supponendo che la massa dei due bulges sia la stessa,
l’accelerazione gravitazionale è maggiore nella protuberanza più vicina al
satellite, quindi anche la forza sarà maggiore. Allora la rotazione impressa
dalla coppia di forze sarà di verso contrario a ωspin. La diminuzione di
tale quantità porterà a un conseguente aumento del momento angolare
orbitale per la conservazione del momento angolare totale. Dalla formula
J = m
√
GMa(1− e2), dove J è il momento angolare dovuto al moto di
rivoluzione, segue che il semiasse maggiore dovrà a sua volta aumentare,
producendo un allontanamento tra i due corpi.
• Nel secondo caso (ωspin < norb) succederà il contrario: ωspin aumenterà,
con la conseguente diminuzione del momento angolare orbitale J e del
semiasse maggiore. I due corpi celesti tenderanno ad avvicinarsi iniziando
un processo che potrebbe portare ad effetti catastrofici per il satellite in
quanto anche la forza mareale aumenterà con l’avvicinarsi del pianeta,
sollecitando maggiormente il suo interno.
3.3.1 Il momento delle forze causato dalla marea
Per ottenere però il valore del momento della forza non possiamo accontentarci
di una descrizione qualitativa, ma dobbiamo riprendere il potenziale indotto,
che contiene il termine di ritardo. Come abbiamo visto esso è il risultato della
perturbazione mareale causato da un satellite naturale e a sua volta perturba
23
corpi esterni al pianeta (è naturale pensarlo come una correzione del campo
gravitazionale del pianeta). Esso produce un momento delle forze sul corpo in
esame:
Np = Mext
∂U
∂θ
.
La forza radiale è stata eliminata dalla formula in quanto è parallela alla
direzione del braccio del momento della forza (il vettore che parte dal centro
di massa del pianeta al satellite), in più se l’inclinazione del satellite è molto
piccola possiamo considerare tale momento perpendicolare al piano equatoriale
(ricordiamo che in generale θ non giace sull’equatore).
Nel calcolo consideriamo solo l’armonica di grado 2
U2 = k2
GmR5
r3r3
3 cos2 θ − 1
2
,
e che il corpo esterno è il corpo che ha indotto la marea: Mext = m e r = r. Il
momento delle forze che il pianeta esercita sul satellite sarà:
Nps = −3
2
k2
Gm2R5
r6
sin 2θ
Poiché l’angolo viene calcolato a partire dalla retta che contiene i due bulges
in senso antiorario, per trovare il momento delle forze cercato dobbiamo porre
θ = −. Nella scrittura di Nps il seno ha come argomento 2 e viene fuori
un segno meno che si cancella con quello già presente. Abbiamo ottenuto il
momento che i bulges esercitano sul satellite, il quale varierà il momento angolare
orbitale del satellite. Il pianeta deformato subirà un momento di uguale modulo
ma di verso opposto a causa della conservazione del momento angolare (la quale
implica che la somma dei momenti delle forze del sistema deve essere nulla).
Ma allora il momento che il pianeta subisce a causa della marea prodotta dal
satellite è:
N = Nsp = −Nps = −3
2
k2
Gm2R5
r6
sin 2 (3.9)
Vediamo che i risultati descritti precedentemente in maniera qualitativa si
ottengono in maniera naturale dalla seconda equazione cardinale della meccanica
calcolata prendendo come polo il centro di massa del pianeta. Sia infatti I il
momento di inerzia del pianeta lungo l’asse di rotazione, J il momento angolare
del pianeta relativo al suo moto di rotazione e sia N il momento della coppia di
forze agenti sui bulges, l’equazione risulta:
dJ
dt
= N,
dωspin
dt
=
N
I
= −3
2
Gm2
I
R5
r6
sin 2.
Perciò è evidente che se  > 0 la derivata è negativa e quindi la velocità
di spin diminuisce, mentre se  < 0 la derivata è positiva e quindi la velocità
aumenta. In più l’equazione precedente mostra come varia quantitativamente
la velocità angolare di spin.
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3.3.2 Dissipazione di energia all’interno del pianeta
Il ragionamento del paragrafo precedente prevede un trasferimento netto tra
momento angolare rotazionale del pianeta a quello orbitale, nella realtà questo
non accade: infatti lo spostamento dei bulges mareali produce all’interno del
pianeta deformazioni e rotture, con conseguente dissipazione di energia. Questa
dissipazione è strettamente legata all’angolo di ritardo dei bulges.
Definizione 3. Il coefficiente di dissipazione mareale, indicato con Q, è un
indice adimensionale che riassume la dissipazione di energia dovuta alla marea:
1
Q
=
1
2piE0
∮
−
(dE
dt
)
dt,
dove E0 è la massima energia guadagnata durante la distorsione mareale e
l’integrale misura l’energia persa durante un ciclo orbitale completo.
In [9], oltre a una descrizione degli effetti mareali, vengono descritti diversi
esempi in cui viene stimato il parametro Q, con una netta divisione di valori
tra i pianeti di tipo terrestre e i giganti gassosi. I primi hanno valori tra i 10 e
i 200, i secondi superiori ai 105.
Il valore di Q è legato all’angolo di ritardo  secondo la seguente relazione
(vedi [7]):
1
Q
= tan 2 ' 2, (3.10)
in particolare più l’angolo è piccolo più il parametro Q è grande, per cui la
dissipazione è minore, come ragionevolmente ci aspettiamo.
3.3.3 Maree nel Sistema Solare
Osserviamo che abbiamo analizzato il caso delle maree subite da un pianeta
a causa del campo gravitazionale di un suo satellite naturale. Come abbiamo
però accennato questa non è l’unica situazione in cui si sviluppano delle forze di
marea, infatti come è ben noto la Terra risente non solo della marea della Luna,
ma anche di quella del Sole.
Gli scenari presenti nel Sistema Solare sono, per come abbiamo descritto in
maniera qualitativa gli effetti delle maree, di tre tipi:
• il primo riguarda la marea del Sole su di un pianeta, essendo molto
maggiore rispetto a quella che esso subisce. Il Sole porterà, se il pia-
neta ha ωspin > norb, all’allontanamento del corpo celeste e alla sua
sincronizzazione tra le due velocità angolari.
• Il secondo è simile, riguardando la marea che un pianeta esercita su un
suo satellite; anche questa volta essa è maggiore della marea risentita,
perciò comanderà l’evoluzione del sistema. Il satellite si allontanerà e si
sincronizzerà.
• L’ultimo caso è quello sui cui abbiamo mostrato i risultati mareali, cioè la
marea che un satellite esercita su un pianeta. In tal caso una volta che il
satellite è arrivato nella situazione di essere corotante nel moto di rotazione
e di rivoluzione (cioè wspin = norb), la marea che esso esercita su di esso
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Figura 3.5: Nella figura è mostrata la situazione di un satellite corotante in
orbita circolare. I bulges mareali sono costanti rispetto ad un riferimento solidale
al satellite: il punto A sulla superficie sarà sempre di alta marea.
diminuirà la sua velocità di spin, fino a quando il sistema satellite-pianeta
non sarà sincrono, cioè le tre velocità angolari saranno tutte uguali. In
questa situazione i due corpi rivolgono la stessa faccia l’uno all’altro.
3.4 Maree nel sistema di Giove e vulcanesimo in
Io
Io, come la maggior parte dei satelliti abbastanza vicini al pianeta attorno a cui
orbitano, ha una velocità orbitale norb media pari alla velocità angolare di spin
(in tal caso il satellite è corotante). Se l’orbita fosse circolare i bulges mareali
rimarrebbero fissi negli stessi punti della superficie (vedi Figura 3.5), questo
perché la rotazione di spin e quella orbitale coprono gli stessi angoli nello stesso
tempo e quindi la congiungente pianeta satellite passa dai soliti due punti.
Io in realtà ha un’eccentricità libera (cioè l’eccentricità che avrebbe se elimi-
nassimo tutte le perturbazioni del sistema, trasformando il moto tra Io e Giove
in un problema di Keplero) pari a 0.00001, un valore troppo piccolo per spiegare
i fenomeni naturali che tra poco andremo a descrivere.
Come vedremo però nel capitolo seguente, la risonanza di Laplace instau-
rata da Io con altri due satelliti di Giove, cioè Europa e Ganimede, produce
un’eccentricità forzata pari a 0.0041. Questo basta a creare un angolo  di
ritardo dei bulges capace di spiegare gli spettacolari fenomeni sul satellite.
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Figura 3.6: Nel caso di Io è mostrato come l’ellitticità porti a un cambiamento
nella posizione dei bulges mareali. Infatti il punto A sulla superficie di Io ha
ruotato di pi/2, mentre le protuberanze essendo rivolte verso Giove che occupa
un fuoco e non il centro dell’ellisse hanno ruotato di un angolo minore. A non
sarà più il punto di alta marea come invece avevamo visto nel caso circolare
sincrono. Si noti che l’immagine non mostra l’angolo di ritardo  per una scelta
grafica.
3.4.1 Calcolo dell’energia dissipata in Io
In [29] Peale predisse il fatto che Io è soggetto a forti effetti di vulcanesimo
a causa delle forze mareali che Giove esercita sul satellite, capaci di scioglierne
l’interno. Tale previsione fu confermata qualche settimana dopo con il passaggio
della sonda Voyager che riuscì a osservare i getti, o piume, dei vulcani emergenti
sulla crosta di Io.
In [13] e [28] viene esplicitata una formula per il calcolo della velocità di
energia dissipata dE/dt, partendo dal potenziale U in termini degli elementi
orbitali. Essendo l’eccentricità di Io piccola, anche considerando l’eccentricità
forzata, possiamo prendere il termine con la minore potenza in e.
Formalmente (vedi [38]), indicando con τ il supporto del pianeta e con dτ
un elemento di volume:
dE
dt
= −
∫
τ
ρv · ∇Ψdτ.
Assumendo che il satellite sia omogeneo ed incomprimibile (dall’equazione
di continuità per la densità otteniamo ∇v = 0) ed applicando il teorema di
Gauss-Green per la seconda uguaglianza:
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dE
dt
= −ρ
∫
τ
∇(Ψv)dτ = −ρ
∫
S
Ψv · ndσ.
Essendo il vettore n la normale esterna alla superficie S, la quantità v · n
indica la velocità dello spostamento verticale della marea, quantità che abbiamo
già descritto essere h = h2Ψ/g. Allora possiamo riscrivere l’integrale in questo
modo:
dE
dt
= −ρh2
g
∫
S
Ψ
d
dt
Ψdσ.
In [36] è esplicitata, valida per pianeti corotanti, omogenei e incomprimibili,
abbastanza piccoli e con eccentricità molto vicina a 0, la formula:
dE
dt
= −21
2
f
k2
Q
GM2nR5e2
a6
= −21
2
f
k2
Q
(R
a
)5
Mn3a2e2. (3.11)
Nel caso che stiamo considerando,M è la massa di Giove ed R il raggio medio
di Io. La seconda uguaglianza è valida grazie all’approssimazione n2 = GM/a3,
con n sempre la velocità orbitale media di Io. Il fattore f descrive la dipendenza
della dissipazione di energia nel mantello dalla grandezza del nucleo di Io. In [29]
viene mostrato che tale f varia tra 1 e 12; notiamo però che se assumiamo una
grandezza realistica per il nucleo tale range si riduce a 1 < f < 3.
Per calcolare l’energia dissipata tramite calore a causa dal potenziale ma-
reale dopo un periodo orbitale di Io intorno a Giove basta moltiplicare la
formula (3.11) per T = 1, 7691 giorni.
I risultati che otteniamo dipendono fortemente da quantità di cui non co-
nosciamo esattamente il valore. In [36] viene esplicitato il valore di dE/dt, che
differisce di poco dal valore ottenuto usando i valori riportati nella tabella della
Figura 2.2:
dE
dt
= −6.2141 · 1015f k2
Q
Watt
Il valore che utilizzeremo per la frazione k2/Q è 2.233 · 10−3 (che segue dai
valori della stessa tabella); mentre f può essere fissato a 2, assumendo un nucleo
il cui raggio è circa la metà del raggio di Io. Una volta sostituito osserviamo
che il valore ottenuto supera il limite affinché Io non si sciolga al suo interno.
Se l’orbita di Io non fosse perturbata dalla risonanza instaurata con Europa,
la sua eccentricità varrebbe circa 0.00001, ottenendo la quantità
dE
dt
= −3.6983 · 1010f k2
Q
Watt
che è più piccola di cinque ordini di grandezza rispetto alla precedente, per cui
gli sconvolgimenti dentro Io non sarebbero di tale portata.
Tali numeri, in analogia con quello che Peale conosceva della Luna, cioè che
era vicina al punto di fusione al suo interno, gli avevano permesso di affermare
che la parte interna di Io era sciolta a causa delle maree prodotte da Giove.
In più i valori ottenuti possono essere una sottostima di quelli reali, in quanto
la dissipazione risulta maggiore se considerati possibili elementi radioattivi in
decadimento o ipotizzando la presenza di un nucleo liquido maggiore di quello
considerato (vedi [29]).
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Definizione 4. Il flusso di calore è la quantità di energia termica che si allon-
tana da un corpo celeste per unità di superficie e di tempo.
Data la dissipazione di energia possiamo anche calcolare il flusso di calore
globale sulla superficie, semplicemente dividendo la velocità di energia dissipata
con la superficie di Io:
φs =
E˙
4piR2Io
. (3.12)
Usando i valori presentati precedentemente, otteniamo che il flusso di calore
sulla superficie vale circa
φs = 0.66
Watt
m2
.
In bibliografia sono molti i risultati a cui si è giunti, soprattutto grazie ai dati
dei radiometri all’infrarosso a Terra, ma anche tramite gli strumenti della sonda
Galileo (tra cui il fotopolarimetro-radiometro). In generale essi sono maggiori
rispetto a quello ottenuto in questa tesi. Più tardi ci soffermeremo sul k2/Q
ottenuto da Lainey e Tobie in [17], pari a 0.015, in accordo con un flusso di
calore di 2 W/m2, già più vicino ai valori misurati.
3.4.2 Altezza della marea su Io
Un’altra quantità significativa è l’altezza della marea solida per Io. Prima
di tutto calcoliamo quale è il fattore di scala tra un’armonica sferica e quel-
la successiva; per fare questo basta dividere il raggio di Io e il suo semiasse
maggiore:
R
a
= 4, 3182 · 10−3.
In prima approssimazione ha senso considerare la sola armonica di grado 2,
in quanto la successiva sarà tra le 100 e le 1000 volte più piccola. Mostriamo
un calcolo diretto per l’altezza della marea:
hmax = h2w2/g,
dove h2 è uno dei numeri di Love definiti precedentemente. Possiamo utilizzare
una stima di k2 ed h2 valida per pianeti piccoli ed omogenei:
k2 =
3
2
1
1 + 19µ/(2gρR)
,
h2 =
5
3
k2.
I simboli µ, ρ e g indicano rispettivamente la rigidità, la densità e l’acce-
lerazione gravitazionale superficiale di Io. Sostituendo k2 = 0.067, otteniamo
una deformazione mareale pari ad un’altezza massima superiore ai 300 metri.
Un’enormità se confrontata con le maree solide della Luna (0, 36 metri) e di
Mercurio (0.20 metri). Già solo questo valore ci può far rendere conto degli
sconvolgimenti all’interno del mantello e della crosta di Io.
Io oltre a perdere energia per dissipazione mareale guadagna anche energia
dalla rotazione di Giove. Infatti anche la forza gravitazionale di Io su Giove
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innalza dei bulges mareali e come abbiamo osservato in precedenza rallenta la
rotazione del pianeta, in modo che l’orbita del satellite guadagni energia. Gli
scenari possibili e l’evoluzione di Io saranno illustrati nel capitolo seguente, in
quanto sono strettamente legati alla risonanza di Laplace che Io ha instaurato
con gli altri due satelliti di Giove: Europa e Ganimede.
3.5 Calcolo dei numeri di Love e di Q in un pro-
cesso di determinazione orbitale
Come più dettagliatamente vedremo nel Capitolo 5 l’idea di un processo di
determinazione orbitale per il calcolo dei parametri sconosciuti o da migliorare
è utilizzare le osservazioni (a terra o nello spazio) e sostituirne i dati in una serie
di equazioni contenenti come incognite i suddetti parametri.
Quali sono le osservazioni utili per il calcolo dei coefficienti mareali k2 e Q?
Purtroppo JUICE non orbiterà intorno ad Io, conseguentemente la discussione
successiva non può valere per tale satellite, ma sarà comunque attuabile per
Ganimede, rimanendo lo spacecraft in orbita intorno ad esso per 9 mesi.
Tramite il laser di altimetria si può calcolare la distanza dal suolo dello
spacecraft; se si conoscesse bene il punto in cui esso si trova rispetto al satellite
e la topografia nell’area sottostante (questo è possibile grazie alle telecamere
poste su JUICE), tramite una differenza si può calcolare l’altezza della marea
solida. L’equazione da utilizzare è:
h =
Ψ(R, r, θ)
g
.
Considerando la sola marea prodotta da Giove, trascurando perciò quelle
molto meno importanti prodotte dagli altri corpi celesti, dobbiamo conoscere la
posizione di Giove rispetto al satellite (cioè la coppia (r, θ)). Poiché abbiamo
trovato una decomposizione in armoniche per Φ e poiché come abbiamo visto il
loro valore scende velocemente con l’aumentare del grado possiamo considerare
solo l’armonica 2:
h =
h2W2(R, θ)
g
.
Notiamo che R non è il raggio medio del pianeta, ma la distanza del pun-
to considerato della superficie dal centro di massa del satellite. Quindi anche
l’accelerazione g non è il valore riportato nelle tabelle, ma va modificato col
corrente valore di R (che abbiamo visto risente della marea e della topografia).
In più abbiamo visto che il potenziale mareale, distorcendo la forma di Gani-
mede, modifica anche il suo campo gravitazionale esterno. Un’ulteriore misura
condotta grazie ai dati di JUICE è la perturbazione dell’accelerazione gravita-
zionale sulla superficie. Abbiamo visto che il potenziale mareale Ψ in un punto
prossimo alla superficie del corpo celeste è somma di armoniche sferiche di grado
n (date da (3.5) e (3.8)):
Wn(Rs, θ)
( R
Rs
)n
+ knWn(Rs, θ)
(Rs
R
)n+1
,
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dove R è la distanza dal centro di massa del pianeta dal punto considerato, Rs
è il raggio del satellite e Wn(Rs, θ) è data dalla (3.5), dove in questo caso m è
la massa di Giove ed r il semiasse maggiore dell’orbita del satellite.
Per calcolare allora la perturbazione che esso esercita sull’accelerazione gra-
vitazionale dobbiamo calcolarne la corrispettiva forza in direzione radiale:
∂
∂R
[
Wn(Rs, θ)
(( R
Rs
)n
+ kn
(Rs
R
)n+1)]
= Wn(Rs, θ)
( n
Rs
− knn+ 1
Rs
)
,
nella quale abbiamo valutato R = Rs.
In più va contato l’innalzamento della marea solida in direzione radiale,
che abbiamo calcolato essere hnWn(Rs, θ)/g, il quale porta anch’esso ad una
variazione dell’accelerazione gravitazionale data da:
∂
∂R
[
hn
Wn(Rs, θ)
g
]
=
2hnWn(Rs, θ)
Rg
.
La variazione totale di accelerazione gravitazionale, a causa delle armoniche
di grado n, che otteniamo è:
(δg)n =
nWn(Rs, θ)
Rs
(
1− n+ 1
n
kn +
2
n
hn
)
=
nWn(Rs, θ)
Rs
δn. (3.13)
La quantità sostituita con il simbolo δn è chiamato fattore gravimetrico di
grado n ed è una combinazione dei numeri di Love che può essere calcolato
grazie ai dati di JUICE, almeno per n = 2.
Effetti più caratteristici che qui accenniamo soltanto sono (vedi ad esem-
pio [2]):
Definizione 5. Nell’ambito delle maree viene definito tilt la differenza di al-
tezza tra la superficie equipotenziale mareale e l’altezza della marea solida ed
è descritto dal fattore di diminuzione γn = 1 + kn − hn. In più definiamo lo
stesso effetto relativo allo spostamento trasversale grazie al fattore di latitudine
λn = 1+kn− ln. Per ultimo il fattore di tensione tn = 2hn+n(n+1)ln descrive
i cambiamenti delle misure lineari, superficiali e volumetrici dovuti agli effetti
delle maree.
Facendo un riepilogo per i coefficienti di Love di grado di 2, i quali abbiamo
affermato più volte essere i più importanti, otteniamo:
δ2 = 1 + h2 − (3/2)kn,
γ2 = 1 + k2 − h2,
λ2 = 1 + k2 − l2,
t2 = 2h2 + 6l2.
Per quanto riguarda il parametro di dissipazione Q descriviamo due strade
possibili: una è il calcolo dell’angolo di ritardo delle maree, l’altra è il calcolo
del flusso globale di calore.
Nel primo caso è necessaria una conoscenza precisa della posizione di Giove
rispetto ad Io e dello spacecraft. Il valore aspettato dell’altezza della marea in un
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punto e la deviazione da quello effettivo calcolato, così come nei punti vicini, ci
può permettere di ottenere informazioni sull’angolo , tramite l’equazione (3.10).
Nel secondo caso tramite strumentazioni apposite si cerca di calcolare il
valore numerico del flusso globale di calore e utilizzarlo nell’equazione (3.12)
per ricavare Q (una volta fissato k2).
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Capitolo 4
La risonanza di Laplace
Come è già stato accennato nel Capitolo 2 i primi tre satelliti galileiani Io,
Europa e Ganimede, formano una terna di corpi celesti particolare, i cui periodi
orbitali hanno rapporti interi. Tale configurazione è denominata risonanza di
Laplace, dal nome del noto matematico che ne studiò le proprietà già alla fine
del 1700 (presente anche in [20], datato 1799) ed è stato oggetto di studio per
molti tra matematici, fisici ed astronomi. In questo capitolo, dopo aver definito
il concetto di risonanza orbitale e presentato gli effetti delle forze mareali nel
sistema, andremo a vedere quali sono le equazioni che descrivono l’evoluzione
dei moti dei satelliti.
4.1 Risonanza orbitale
Con il concetto di risonanza orbitale intendiamo in generale che il rapporto tra
i periodi di due moti orbitali di uno stesso sistema fisico è un numero razionale.
Assumiamo che il periodo relativo al primo moto (T1) sia maggiore o uguale a
quello del secondo (T2). Allora abbiamo risonanza se
T1
T2
=
a
b
= q ≥ 1,
dove assumiamo che a e b siano coprimi tra loro, ossia abbiamo semplificato la
frazione.
Presa la configurazione di questi due corpi a un certo istante t0, allora al
tempo t0 + cT2, dove c è il minimo comune multiplo tra a e b, siamo portati
a dire che il sistema ritornerà nella stessa configurazione iniziale; questo anche
mettendo al posto di c un suo qualsiasi multiplo intero. In realtà ciò è vero per
un sistema molto semplice, dove non ci sono altre perturbazioni che modificano
il moto dei corpi considerati. In caso contrario dopo un periodo la posizione
reciproca dei due oggetti non è la solita.
Definizione 6. Diciamo che il moto di un corpo, in un certo sistema di riferi-
mento, è periodico di periodo T se per ogni tempo t la sua posizione e la sua
velocità sono uguali prese al tempo t + T . Perché T si possa identificare come
periodo deve essere il minimo dell’insieme dei tempi per cui la definizione è vera.
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Il fatto che un sistema sia in risonanza ha un notevole vantaggio, poiché
alcune perturbazioni (come per esempio quelle mareali) possono diventare co-
stanti e produrre effetti che si accumulano nel tempo (secolari), invece di avere
una media nulla lungo un certo lasso di tempo (periodici).
Osservazione 4. La definizione che abbiamo dato di risonanza potrebbe sem-
brare fragile, in quanto in una situazione reale è facilmente criticabile tramite
l’obiezione che c’è sempre un numero razionale abbastanza vicino da appros-
simare il rapporto tra i periodi considerati. Quella che abbiamo enunciato è
la definizione puramente matematica, ma i sistemi che andremo a considerare
avranno delle condizioni molto più forti.
Per cercare di stroncare le obiezioni mosse dall’osservazione precedente pos-
siamo introdurre la definizione seguente, meno formale, ma più significativa:
Definizione 7. Due moti orbitali di un certo sistema fisico considerato sono in
risonanza se il rapporto dei loro periodi T1 e T2 è un razionale q = a/b, con a
e b interi sufficientemente piccoli, e tale situazione è verificata per un tempo di
almeno qualche multiplo di max {T1, T2}.
4.1.1 Risonanze nel Sistema Solare
In [23] sono esposti tre tipi di risonanza, che si differenziano dai moti coinvolti:
• il periodo di rotazione di un satellite intorno a un pianeta ha rapporto
razionale con il periodo di spin dello stesso satellite (in questo caso i moti
considerati sono dello stesso corpo celeste);
• il periodo di un certo moto con cui cambia l’orbita per effetti secolari
(per esempio lo spostamento del pericentro) ha rapporto razionale con il
periodo di rivoluzione del satellite;
• il periodo dei moti medi di rivoluzione di due satelliti intorno allo stesso
pianeta hanno rapporto razionale.
Abbiamo già mostrato un caso di risonanza del primo tipo nel Capitolo 3,
quando abbiamo descritto gli effetti delle maree. Il satellite orbitante intorno
al pianeta comincia a perdere velocità di spin finché ωspin = norb e i periodi di
questi due moti diventano in rapporto 1 : 1. Un esempio differente è il caso di
Mercurio intorno al Sole, dove tale rapporto vale ωspin : norb = 3 : 2.
Esempi di risonanze del terzo tipo, oltre quella di cui tra poco ci occuperemo,
sono i due satelliti di Saturno Tethis e Mimas, per i quali il rapporto dei periodi
è 2 : 1, e sempre di Saturno i due satelliti Dione ed Encedalus di rapporto 2 : 1.
Con la definizione data precedentemente ha senso affermare che due moti
sono quasi in risonanza se il rapporto tra i periodi è abbastanza vicino ad un
numero razionale piccolo. Un esempio è il caso tra Urano e Saturno i cui periodi
di rivoluzione intorno al Sole hanno rapporto vicino a 3 : 1.
4.2 Risonanza di Laplace nel sistema di Giove
La risonanza di Laplace può essere considerata come una doppia risonanza or-
bitale del terzo tipo, dove il sistema è composto da un pianeta e tre satelliti
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orbitanti intorno ad esso, tali che i periodi di rivoluzione siano in rapporti in-
teri (possibilmente piccoli), non più solo razionali. Il vantaggio di avere rap-
porti interi piccoli permette di non dovere aspettare troppo tempo perché la
configurazione ritorni nella posizione originale (rispetto ovviamente ai tempi
coinvolti).
Di seguito useremo le notazioni di De Sitter, che affrontò il problema della
risonanza di Laplace fin dai primi anni del ’900. Per quello che abbiamo detto
vale:
νi = ciω i = 1, 2, 3. (4.1)
In particolare i νi sono i moti medi in anomalia, i ci sono opportuni numeri
interi e ω ha le dimensioni di una velocità angolare. Possiamo definire il periodo
caratteristico della risonanza come T = 2pi/ω.
Questo però in realtà non basta per ottenere un configurazione periodica, a
meno che le orbite dei tre satelliti non siano circolari.
Consideriamo infatti, come De Sitter espone in [5], un problema dei 4 corpi
planare, cioè di quattro masse puntiformi soggette solo alla reciproca forza gra-
vitazionale il cui moto è ristretto a un piano comune, dove il corpo primario (in
questo caso Giove) ha una massa molto maggiore rispetto agli altri tre corpi. Se
a un certo istante t0 consideriamo solo uno dei satelliti ed annulliamo la massa
degli altri due, il problema si trasforma in un classico problema dei due corpi
(vedi Appendice A). La traiettoria del satellite descriverà un ellisse (siamo nel
caso con energia negativa) di cui uno dei fuochi è occupato da Giove. Avremo
quindi tre ellissi distinti compiendo questo procedimento per i tre satelliti.
Una volta però introdotte tutte e tre le masse contemporaneamente il pro-
blema cambia: preso un satellite, esso avrà sempre come termine principale che
governa il suo moto la forza gravitazionale indotta da Giove, ma anche due
termini perturbativi dovuti all’attrazione degli altri due corpi.
Se ri è il vettore posizione dell’i-esimo satellite rispetto a Giove, mentre
rij = rj − ri, nell’equazione del moto di uno qualsiasi dei satelliti otteniamo
che il primo termine è l’attrazione gravitazionale verso il pianeta e i successivi
termini sono le perturbazioni dei suo compagni:
r¨i = −G(m0 +mi)
r3i
ri −
∑
j 6=0,i
Gmj
( rji
r3ji
+
rj
r3j
)
(4.2)
Gli effetti di tali perturbazioni sono quelli di modificare l’orbita del satel-
lite; nei prossimi paragrafi vedremo come cambiano la sua eccentricità e la
longitudine del perigiovio.
Se i periassi delle orbite dei tre satelliti non si muovono in maniera sincrona,
la posizione reciproca dei corpi piano piano si allontana dalla configurazione in
cui si trovava inizialmente.
Prendiamo separatamente il moto in anomalia e quello in longitudine:
Mi = νit+M
0
i ,
λi = nit+ λ
0
i ,
dove Mi, M0i , λi e λ0i rappresentano rispettivamente la longitudine media, la
stessa a un tempo fissato t0, l’anomalia media e la stessa in t0 del corpo i-esimo.
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La relazione tra le due velocità angolari, media in longitudine ni e media in
anomalia νi, è:
ni = νi + $˙i, (4.3)
dove $i è la longitudine del pericentro. Rispetto alle quantità descritte nell’Ap-
pendice B, essa differisce dall’argomento del pericentro, in quanto considerando
le orbite sul piano equatoriale del pianeta non è definita la linea dei nodi, perciò
si misura l’angolo da una semiretta fissata.
Osservazione 5. Un giro completo per l’anomalia media differisce da uno per
la longitudine media. La prima infatti definisce il moto da un passaggio dal
pericentro all’altro (che nel mentre si può spostare), mentre la seconda descrive
il moto per ritornare nella stessa posizione angolare del sistema inerziale.
In [5], supponendo che per il moto in anomalia valgano le (4.1), viene esplici-
tata quale è la condizione per cui il sistema conservi una configurazione relativa
identica dopo un tempo T :∫ T
0
d$1
dt
dt =
∫ T
0
d$2
dt
dt =
∫ T
0
d$3
dt
dt = γ (4.4)
dove l’ultimo termine definisce l’angolo con cui la posizione di tutti e tre i
pericentri cambiano dopo un periodo T .
4.2.1 Il caso dei tre satelliti galileiani
I tre satelliti Io, Europa e Ganimede verificano la risonanza di Laplace; stori-
camente in realtà il concetto di risonanza di Laplace è stato espresso proprio
per la loro situazione, anche se in precedenza abbiamo dato una definizione più
generale.
Numerando i corpi rispetto alla loro vicinanza da Giove, cioè Io sarà il corpo
1, Europa il 2 e Ganimede il 3 (Callisto non interviene nella risonanza comunque
ogni tanto ci riferiremo a lui come il corpo 4), vale:
ν1 = 4ω, ν2 = 2ω, ν3 = ω,
dove la velocità angolare ω è pari a 51, 0571◦/giorni.
Per quanto riguarda il moto medio in longitudine vale che
n1 − 2n2 = η1, (4.5)
n2 − 2n3 = η2. (4.6)
I due valori delle differenze sono stati calcolati attraverso le osservazioni del
sistema. Essi sono uguali e in particolare η1 = η2 = η = 0.7395◦/giorni. Ritor-
nando alle equazioni (4.3) riconosciamo che la velocità angolare −η deve essere
il valore medio con cui il pericentro cambia posizione perché la configurazio-
ne reciproca dei 3 corpi sia periodica; con le notazioni precedenti otteniamo
η = −γ/T .
Combinando le precedenti uguaglianze sulle velocità angolari ni otteniamo
la classica equazione della risonanza di Laplace:
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n1 − 3n2 + 2n3 = 0 (4.7)
In più richiediamo di partire al tempo t0 con una particolare situazione di
simmetria delle posizioni, tale che la linea dei periassi dei tre satelliti è comune
a tutti quanti (al massimo la posizione dei perigiovi o degli apogiovi può essere
invertita).
In [5] De Sitter, con un metodo di perturbazione al prim’ordine, riuscì a
dimostrare che il problema che approssima il sistema di Giove e dei satelli-
ti galileani è una configurazione di equilibrio periodica e stabile del sistema.
La situazione al tempo t0 è la seguente, dove consideriamo che la longitudine
è misurata a partire dall’apocentro del terzo corpo (dove esso supponiamo si
trovi):
$1 = 180
◦, λ1 = 180◦, M1 = 0◦,
$2 = 0
◦, λ2 = 0◦, M2 = 0◦,
$3 = 180
◦, λ3 = 0◦, M3 = 180◦.
Tale configurazione è mostrata in figura Figura 4.1; nella stessa viene mo-
strata come varia dopo un tempo T il sistema.
Un’ulteriore condizione che caratterizza la risonanza di Laplace per il sistema
dei tre satelliti galileani riguarda la longitudine media dei tre corpi:
φ = λ1 − 3λ2 + 2λ3 = 180◦. (4.8)
Quest’ultima si ottiene semplicemente integrando l’equazione (4.7) ed osser-
vando che al tempo t = 0 le longitudini medie verificano λ01− 3λ02 + 2λ03 = 180◦.
Parleremo dell’angolo φ come l’angolo caratteristico della risonanza.
Il problema così descritto ci permette di dire che altri quattro angoli notevoli
del sistema rimangono costanti lungo il moto dei satelliti. Essi sono:
θ11 = λ1 − 2λ2 +$1, θ12 = λ1 − 2λ2 +$2,
θ21 = λ2 − 2λ3 +$2, θ22 = λ2 − 2λ3 +$3.
Integrando le equazioni trovate sulle velocità angolari, (4.5) e (4.6), ed uti-
lizzando le condizioni iniziali troviamo che gli angoli notevoli valgono costante-
mente:
θ11 = 0
◦ θ12 = 180◦ (4.9)
θ21 = 0
◦ θ22 = 180◦. (4.10)
Come vedremo nel prossimo paragrafo, la condizione su θ22 non è verificata
nel caso reale.
4.2.2 Librazione e circolazione degli angoli notevoli
Nella situazione reale, che abbiamo già accennato essere vicina alla soluzione
periodica trovata da De Sitter, gli angoli notevoli si muoveranno lentamente a
causa delle perturbazioni presenti nel sistema. Intanto diamo due definizioni:
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Figura 4.1: In alto è raffigurato il sistema a un certo tempo t0; la longitudine è
calcolata a partire dalla direzione dell’apocentro dell’orbita di Ganimede ed esso
si trova in tale punto. In basso invece è mostrato il sistema al tempo t0 + T : le
orbite hanno ruotato di un angolo negativo γ in modo che le linee dei periassi
delle loro orbite continuino a coincidere.
Definizione 8. Un angolo è in circolazione se si muove lentamente assumendo
tutti i valori tra 0 e 2pi, mentre è in librazione se oscilla intorno ad un valore
fissato.
La prima situazione si verifica se la risonanza è forte circa quanto le per-
turbazioni che subisce; il punto di congiunzione comincerà allora a muoversi
lentamente, percorrendo l’orbita del satellite. Il secondo caso si verifica se la
risonanza è molto più forte delle perturbazioni, le quali fanno in modo che il
punto di congiunzione si sposta, ma non si allontana da un certo punto fisso.
Sinclair in [33] dimostrò, considerando le perturbazioni gravitazionali tra i
satelliti, che gli angoli θ11, θ12 e θ21 librano rispettivamente intorno a 0◦, 180◦
e 0◦. A differenza di questi tre, l’angolo θ22 è in circolazione.
Prima di mostrare le conseguenze di tali risultati, diamo una semplice defi-
nizione:
Definizione 9. Due satelliti in orbita intorno ad un pianeta si dicono in con-
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giunzione quando essi si trovano su una stessa retta passante per il pianeta e in
più sono dallo stesso lato rispetto ad esso, o più semplicemente quando hanno
la stessa longitudine.
Se Io ed Europa sono in congiunzione, cioè λ1 = λ2, dalle prime due condi-
zioni sugli angoli notevoli (4.9) seguono le uguaglianze:
{
λ2 = $1,
λ2 = $2 − 180◦.
Questo implica che quando Io ed Europa sono in congiunzione allora Io è
vicino al suo perigiovio ed Europa al suo apocentro.
Dalle prima delle condizioni (4.10), e dal fatto che l’angolo θ22 non libra intor-
no a un valore fisso, segue che quando Europa e Ganimede sono in congiunzione
(λ2 = λ3):
{
λ3 = $2,
nessuna condizione con $3.
Perciò quando Europa e Ganimede sono in congiunzione allora Europa è
vicino al suo perigiovio, mentre Ganimede è in un punto qualsiasi delle sua
orbita.
Mostreremo successivamente come l’angolo caratteristico della risonanza φ
stia librando.
4.2.3 Regressione dei pericentri
Quando abbiamo descritto la risonanza di Laplace abbiamo citato le seguenti
uguaglianze:
n1 − 2n2 = −$˙1, n2 − 2n3 = −$˙2.
Da una parte le differenze considerate sono note grazie ai valori sui moti
medi che conosciamo, riportati nelle tabelle del Capitolo 2. Da esse e da molti
articoli possiamo ricavare che entrambe valgono 0.7395◦/gg.
Ma come riusciamo ad ottenere la variazione degli argomenti dei pericentri,
in modo da verificare le uguaglianze precedenti? Un modo è utilizzare le equa-
zioni planetarie di Lagrange, che descrivono la variazione degli elementi orbitali
data una certa funzione perturbatrice.
Prendendo per esempio il moto di Io intorno a Giove, possiamo considerare
la presenza di uno qualsiasi degli altri satelliti galileiani come una perturbazione,
definita dal potenziale (3.2). Dall’Appendice E sappiamo scrivere tale funzione
con un’espansione nelle eccentricità.
La generica funzione perturbatrice tra il corpo i più interno e il corpo k più
esterno, tenendo solo i termini risonanti, è:
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R(ik) =
Gmimk
ak
[f0(αik)(e
2
i + e
2
k) + f1(αik)ei cos (λi − 2λk +$i)
+ f2(αik)ek cos (λi − 2λk +$k) + f3(αik)e2i cos (2(λi − 2λk +$i))
+ f4(αik)e
2
k cos (2(λi − 2λk +$k))
+ f5(αik)eiek cos (2(λi − 2λk) +$i +$k)
+ f6(αik)eiek cos ($i −$k)]. (4.11)
I coefficienti fj sono funzioni del parametro αik = ai/ak e possono essere
calcolati tramite le formule descritte nell’Appendice E. Notiamo che i termini
con il coseno producono un effetto secolare nel caso che gli angoli in entrata
corrispondano a θ11, θ12, θ21, $1 − $2 e loro combinazioni lineari; in caso
contrario sono periodici e possiamo tralasciarli.
Diamo ora uno sguardo alla formula (E.2): volendo calcolare solo gli effetti
secolari relativi alla variazione del pericentro, oltre che ai termini prettamente
secolari (troncati dopo il secondo ordine nelle eccentricità) si aggiungono dei
termini che in generale rappresentano la parte periodica, ma che grazie alla
risonanza diventano costanti. In (4.11) questi ultimi sono stati troncati anch’essi
dopo il secondo grado, per arrivare alla stessa magnitudine degli effetti della
parte secolare. Oltre che alla presenza del terzo corpo consideriamo anche la
precessione del pericentro dovuta al coefficiente J2 = 0.014736 di Giove, che
descrive lo schiacciamento del suo campo gravitazionale.
La variazione del pericentro di Io è data da
d$1
dt
=n1
(3
2
J2
R2J
a21
+ 2f0(α12)
m2a1
MJa2
+ 2f0(α13)
m3a1
MJa3
+ 2f0(α14)
m4a1
MJa4
+ (f1(α12) + 2f3(α12)e1 − f5(α12)e2 − f6(α12)e2) m2a1
MJa2e1
)
.
Mentre per il pericentro di Europa otteniamo
d$2
dt
=n2
(3
2
J2
R2J
a22
+ 2f0(α12)
m1
MJ
+ 2f0(α23)
m3a2
MJa3
+ 2f0(α24)
m4a2
MJa4
+ (−f2(α12) + 2f4(α12)e2 − f5(α12)e1 − f6(α12)e1) m1
MJe2
+ (f1(α23) + 2f3(α23)e2)
m3a2
MJa3e2
)
.
Osserviamo che i termini secolari gi (per precisione quelli proporzionali a
J2 e ai vari f0) in realtà indicano un precessione dell’argomento del pericentro,
in quanto sono tutti positivi. In particolare essi valgono g1 = 0.16◦/gg e g2 =
0.036◦/gg; per completezza riportiamo anche il valore relativo a Ganimede g3 =
0.007◦/gg. In questo caso, invece, il pericentro non progredisce, ma subisce una
regressione; ciò è dovuto ai termini che solitamente sono periodici, ma che grazie
alla risonanza diventano secolari.
Osservazione 6. Utilizzando le formule dell’Appendice E per il calcolo dei coeffi-
cienti fj , possiamo provare a calcolare effettivamente la variazione dei pericentri.
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Con i valori riportati nelle tabelle del Capitolo 2, riguardanti le proprietà fisiche
dei satelliti galileiani, otteniamo $˙1 = −0.754◦/gg e $˙2 = −0.751◦/gg, molto
vicini agli effettivi valori osservati.
4.3 Intervento delle maree nel sistema di Giove
Nella sezione precedente abbiamo descritto il caso di corpi puntiformi, escluden-
do gli effetti mareali dalla trattazione. Andiamo ora a ricavare le perturbazioni
agenti sull’orbita di Io dovute alle maree. Esse si sommeranno a quelle dovu-
te alla presenza di Europa e Ganimede e ad altri effetti che descriveremo nel
Capitolo 5 e che qui tralasciamo.
Consideriamo la coppia Io-Giove: il pianeta produce effetti mareali all’in-
terno del satellite, ma è vero anche il contrario. Grazie alla trattazione del
Capitolo 3 possiamo scrivere le perturbazioni che essi risentono, descrivendole
come variazioni degli elementi orbitali.
Per le maree causate da Giove, Io dovrebbe perdere energia rotazionale di
spin, ma è già corotante, quindi l’unica cosa che accade (a causa dell’attrito delle
maree) è una dissipazione di energia al suo interno, a danno dell’energia orbitale.
In più le maree che esso innalza su Giove fanno perdere momento angolare di spin
al pianeta, aumentando il momento angolare orbitale del satellite (accrescendo
il semiasse maggiore e di conseguenza anche l’energia). La domanda è se questo
scambio di energia dal pianeta al suo satellite sia vantaggioso o meno per Io;
una risposta potrebbe mostrarci come cambia la sua velocità angolare media e
come evolve la risonanza di Laplace.
4.3.1 Variazione degli elementi orbitali
Abbiamo calcolato nel capitolo precedente la dissipazione di energia in Io, tra-
mite la formula (3.11), e il momento delle forze che esso subisce in risposta alle
maree innalzate su Giove, tramite la formula (3.9) cambiata di segno (osservia-
mo che in questo caso le quantità m, R, k2 ed  sono riferite a Giove). Possiamo
ora vedere come variano gli elementi orbitali: prendiamo prima il momento an-
golare di Io, che indichiamo con L. Ricordiamo che a è il semiasse maggiore
dell’orbita, M la massa di Giove, m la massa di Io, G la costante di gravitazione
universale ed e l’eccentricità.
L = m
√
GMa(1− e2) ' m
√
GMa.
Sopra abbiamo utilizzato il fatto che l’orbita di Io è quasi circolare. Deri-
vando rispetto al tempo a sinistra otteniamo il momento delle forze N :
N =
1
2
m
√
GM
a
da
dt
.
Allora la variazione del semiasse maggiore causata dell’energia guadagnata
da Io a spese di Giove è:(da
dt
)
guad
=
2
m
√
a
GM
N = 3
kJ
QJ
m
M
R5J
a4
. (4.12)
Abbiamo indicato con kJ il numero di Love di grado 2 relativo a Giove, QJ
il parametro di dissipazione di Giove e RJ il suo raggio medio.
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In più dalla dissipazione di energia (3.11) e dalla formula a = −GMm/2E,
dove E è l’energia che caratterizza l’orbita di Io, otteniamo un altro contributo
per la variazione del semiasse maggiore di Io:(da
dt
)
diss
= 2
a2
GM
dE
dt
= −21 k
Q
f
R5
a4
ne2. (4.13)
Con il simbolo k, Q ed R indichiamo le stesse quantità esplicitate sopra, ma
relative al satellite Io. Inoltre n è la sua velocità angolare media.
Sommando le due otteniamo la formula:
da
dt
=
2
3
c(1− 7De2)a (4.14)
dove c eD sono i seguenti coefficienti, di cui il primo è adimensionale e il secondo
ha la dimensione di una velocità angolare:
D =
k
kJ
( R
RJ
)5(M
m
)2QJ
Q
f,
c =
9
2
kJ
QJ
m
M
(RJ
a
)5
n.
Successivamente, dalla formula n2 = GM/a3, possiamo ricavare come varia
il moto medio del satellite a causa sia della dissipazione di energia che di N .
Potremmo ricavare subito la variazione di n con un’unica derivazione ottenendo
l’equazione (4.17), ma vogliamo esplicitare separatamente i due contributi:(dn
dt
)
diss
= −3n
2a
(da
dt
)
diss
=
63
2
k
Q
f
R5
a5
n2e2. (4.15)
Segue che la velocità angolare media di Io aumenta, ma dall’altra parte esso
acquista energia grazie al momento che frena la rotazione di Giove intorno al
suo asse. Tale momento delle forze porta ad una diminuzione di moto medio:(dn
dt
)
guad
= −3n
2a
(da
dt
)
guad
= −9
2
kJ
QJ
R5J
a5
n2 (4.16)
Se le due quantità si annullassero allora non avremo variazioni nel moto
medio di Io, o almeno non a causa delle forze mareali. Gli altri due scenari pos-
sibili sono che Io guadagna più energia di quella che perde o il contrario. Questi
tre scenari saranno molto importanti nei prossimi paragrafi quando andremo a
descrivere la possibile evoluzione della risonanza di Laplace.
Possiamo ora esplicitare la formula:
dn
dt
= −c(1− 7De2)n (4.17)
In modo analogo calcoliamo la variazione dell’eccentricità:
de
dt
= −1
3
c(7D − 4.75)e2. (4.18)
Notiamo che le tre formule (4.14), (4.17) e (4.18) sono in accordo con quelle
esplicitate in [36], dalle quali differiscono per un termine di 3 o 4 ordini di
grandezza più piccolo rispetto a quelli trovati nei nostri calcoli.
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Riassumiamo gli effetti che le maree producono sugli elementi orbitali con-
siderati (ricordiamo che il termine con D è associato alla dissipazione mareale):
• il semiasse maggiore a viene incrementato dal momento N , mentre dimi-
nuisce a causa della dissipazione interna ad Io;
• l’eccentricità e decresce verso lo 0, cosicché l’orbita tende a diventare circo-
lare, per la dissipazione di energia, mentre aumenta a causa del momento
che Io subisce in risposta da Giove;
• il moto medio n di Io diminuisce a causa di N , ma aumenta grazie alla
dissipazione di energia.
Le equazioni differenziali (4.14), (4.18) e (4.17) si possono risolvere conside-
rando c e D come quantità fisse (c però dipende da a che sta variando, anche
se molto lentamente), ottenendo soluzioni esponenziali. Il comportamento delle
soluzioni dipende se il coefficiente a destra delle equazioni è positivo o negativo.
Valutando D, secondo i valori della tabella in Figura 2.2 otteniamo circa 15000.
Di conseguenza e decresce, mentre per a e n dobbiamo calcolare la quantità
7De2; poiché essa vale circa 1.84, la differenza nella parentesi in (4.14) e (4.17)
è negativa. Quindi a decresce, mentre n aumenta.
Anche Europa e Ganimede generano e subiscono maree con Giove, andiamo
però a valutare quanta importanza hanno rispetto ai fenomeni fisici che avven-
gono in Io. Dalle equazioni delle variazioni degli elementi orbitali segue che il
fattore c misura in qualche modo gli effetti mareali, indichiamo allora con ci il
fattore relativo all’i-esimo satellite. Calcolando i rapporti di c2 e c3 con c1, si
trova:
c2
c1
=
m2
m1
(a1
a2
)5n1
n2
= 0.026,
c3
c1
=
m3
m1
(a1
a3
)5n1
n3
= 0.004.
Osserviamo per coerenza che i valori Die2i sono tutti comparabili tra di loro.
Allora nelle equazioni che descrivono la variazione degli elementi orbitali ciò che
mostra le differenze di ordini di grandezza tra gli effetti distinti sui tre satelliti
è proprio c.
Ovviamente anche tali fenomeni saranno presi in considerazione nel processo
di determinazione orbitale, ma vogliamo prima descrivere l’evoluzione del siste-
ma considerando solo le maree agenti tra la coppia Giove ed Io. Per i numeri
trovati precedentemente è un’approssimazione sufficiente per ottenere risultati
soddisfacenti.
Osservazione 7. Nei calcoli precedenti, e in quelli che verranno, abbiamo usato i
valori dei coefficienti mareali k2 e Q riportati nelle tabelle di Giove e dei satelliti
galileiani nel Capitolo 2. Tali valori sono stati presi da [39], ma in bibliografia
possono essere ritrovati valori molto diversi.
4.3.2 Maree e risonanza tra i satelliti galileiani
Consideriamo ora l’effetto delle maree nel contesto del problema dei 4 corpi
formato da Giove e dai primi tre satelliti galileiani. Uno studio di questo genere
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può essere ritrovato in [35], [11] e [31], con alcune differenze. Nella discussione
che segue riprendiamo le notazioni dell’ultimo degli articoli citati, apportando
qualche modifica quando opportuno.
L’idea è di utilizzare una teoria di tipo perturbativo (vedi Appendice E)
per descrivere la variazione degli elementi orbitali dei tre satelliti e aggiungere
poi gli effetti mareali. Utilizzeremo come funzioni perturbatrici R1 che descri-
ve l’interazione tra Io ed Europa, ed R2 che quella tra Europa e Ganimede.
Non consideriamo invece gli effetti tra Io e Ganimede, in quanto sono di alcuni
ordini di grandezza minori dei precedenti (non essendo presenti risonanze che
coinvolgano le longitudini e i pericentri dei due satelliti, se non tramite com-
binazioni lineari presenti nei termini di grado 3 nelle eccentricità, per esempio
λ1 − 4λ3 − 3$1 = 0).
Come abbiamo già potuto apprezzare, le risonanza instaurate tra i corpi,
date dalle librazioni degli angoli θ11, θ12 e θ21, fanno si che certi termini in
generale periodici diventino costanti.
In una situazione non risonante il semiasse maggiore non subisce variazioni
secolari, in quanto come si può apprezzare dalla (E.1) e dalla forma generale
della funzione pertutbatrice (E.8) dovuta all’effetto disturbante della presenza
di un terzo corpo, dopo la derivazione rimangono solo termini proporzionali a
seni di combinazioni di angoli orbitali. Mediando lungo periodi opportuni questi
effetti si annulleranno tutti. Questo però accade anche nel caso delle risonanze
presenti nel nostro sistema, in quanto dopo la derivazione rimangono i seni di
angoli che librano intorno a valori di 0◦ e 180◦, portando di nuovo il calcolo ad
annullarsi.
La funzione perturbatrice sarà della forma (E.8), dove per la parte periodica
ci fermiamo all’ordine 1 nelle eccentricità, essendo queste ultime molto piccole:
R1 =
Gm1m2
a2
(f1e1 cos (θ1 +$1) + f2e2 cos (θ1 +$2)), (4.19)
R2 =
Gm2m3
a3
(f1e2 cos (θ2 +$2) + f2e3 cos (θ2 +$3)). (4.20)
Osserviamo che abbiamo tralasciato la parte secolare classica f0(e2i +e2j ), che
comunque aggiungeremo successivamente come effetto secolare alle variazioni di
alcuni elementi.
Per i termini con dipendenza angolare (che comporrebbero in generale la
componente periodica, anche se come sappiamo alcuni producono un contributo
costante) questa volta abbiamo troncato al grado 1 nelle eccentricità (rispetto
a (4.11)), in quanto nello studio delle variazioni dei moti medi, che è proprio la
parte a cui siamo interessati, tutti questi termini moltiplicano seni di angoli che
librano intorno a 0◦ o 180◦, quindi i termini quadratici nelle eccentricità sono
più piccoli rispetto ai termini quadratici della parte secolare classica.
I fattori fi sono funzioni di α = a1/a2 ' a2/a3 ' 0.63, e dei coefficienti di
Laplace (vedi Appendice E); con un’integrazione numerica troviamo:
f1 ' −1.19, f2 ' 0.43.
Utilizziamo le seguenti variabili per descrivere le posizioni dei vari corpi:
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ki = ei cos$i, hi = ei sin$i (i = 1, 2, 3),
θ1 = λ1 − 2λ2, θ2 = λ2 − 2λ3.
Dalle equazioni (E.2) e (E.5), che esprimono la variazione di e e di $ a
causa delle Ri otteniamo (facciamo il calcolo solo per Io, gli altri due risultati
si trovano in maniera analoga):
e˙1 ' − 1
m1n1a21e1
∂R1
∂$1
= n1µ2αf1 sin (θ1 +$1),
$˙1 ' 1
m1n1a21e1
∂R1
∂e1
+ g1 = n1µ2αf1e
−1
1 cos (θ1 +$1) + g1.
Abbiamo indicato con µi la massa dell’i-esimo satellite fratto la massa di
Giove (mi/M). Inoltre g1, già introdotta precedentemente, è la variazione della
longitudine del perigiovio dovuta agli effetti secolari delle perturbazioni princi-
pali (in particolare causate dal parametro J2 di Giove e dalle interazioni con gli
altri due satelliti).
Le variazioni di k1 e di h1 dipendono da quelle di e1 e di $1 tramite le
seguenti equazioni:
k˙1 = e˙1 cos$1 − e1$˙1 sin$1
h˙1 = e˙1 sin$1 + e1$˙1 cos$1
Utilizzando le formule di addizione per seno e coseno e tenendo conto anche
degli effetti delle maree sulle eccentricità tramite (4.18), otteniamo:
k˙1 = −(7/3)c1D1k1 − g1h1 + n1µ2αf1 sin θ1,
h˙1 = −(7/3)c1D1h1 + g1k1 + n1µ2αf1 cos θ1,
k˙2 = −(7/3)c2D2k2 − g2h2 + n2µ1f2 sin θ1 + n2µ3αf1 sin θ2,
h˙2 = −(7/3)c2D2h2 + g2k2 + n2µ1f2 cos θ1 + n2µ3αf1 cos θ2,
k˙3 = −(7/3)c3D3k3 − g3h3 + n3µ2f2 sin θ2,
h˙3 = −(7/3)c3D3h3 + g3k3 + n3µ2f2 cos θ2.
Come già accennato gli effetti secolari sui moti medi, le cui variazioni si
calcolano tramite
n˙1 = − 3
m1a21
∂R1
∂λ1
, (4.21)
n˙2 = − 3
m2a22
∂R1
∂λ2
− 3
m2a22
∂R2
∂λ2
, (4.22)
n˙3 = − 3
m3a23
∂R2
∂λ3
, (4.23)
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sono nulli in quanto i termini rimanenti sono proporzionali ai seni degli angoli
θ11, θ12 e θ21. I moti medi allora dovrebbero rimanere mediamente costanti;
manca però ancora vedere gli effetti delle maree e della risonanza sulla geometria
del problema.
Utilizzando una perturbazione al prim’ordine, tramite le equazioni differen-
ziali per ki e hi scritte prima, troviamo i valori forzati dei ki e degli hi:
∆k1 = e12 cos (θ1 + 1),
∆h1 = −e12 sin (θ1 + 1),
∆k2 = e21 cos (θ1 + 2) + e23 cos (θ2 + 2),
∆h2 = −e21 sin (θ1 + 2)− e23 sin (θ2 + 2),
∆k3 = e32 cos (θ2 + 3),
∆h3 = −e32 sin (θ2 + 3).
Abbiamo indicato con eij l’eccentricità forzata del satellite i-esimo causata
dal corpo j-esimo. Per come abbiamo scritto le perturbazioni solo Europa avrà
un doppio effetto, dovuto sia ad Io che a Ganimede, mentre le altre due lune
subiranno solo gli effetti dovuti ad Europa. Calcoliamo tali quantità, ricavate
dalle formule di variazione dei pericentri:
e12 = −n1µ2αf1
η + g1
= 0.0042,
e21 =
n2µ1f2
η + g2
= 0.0026,
e23 = −n2µ3αf1
η + g2
= 0.0076,
e32 =
n3µ2f2
η + g3
= 0.0007.
Mentre gli i sono gli angoli di lag dei perigiovi così calcolati:
1 =
7
3
c1D1
η + g1
,
2 =
7
3
c2D2
η + g2
,
3 =
7
3
c3D3
η + g3
.
I pericentri dei tre satelliti galileiani rimarranno indietro rispettivamente
di un angolo 1, 2 ed 3. Dalle quantità in gioco è facile vedere che l’effetto
maggiore è subito da Io. Se inizialmente valevano le relazioni ω1 = −θ1, ora
avremo ω1 = −θ1 − 1, e simili per le altre uguaglianze analoghe.
Per trovare le espressioni delle n˙i operiamo una sostituzione, tenendo pre-
sente che le quantità ki e hi cambiano rispettivamente in ∆ki e in ∆hi, cioè i
rispettivi valori forzati:
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n˙1 =− 3n21µ2α[f1e12 sin (1) + f2e21 sin (2)− f2e23 sin (θ1 − θ2 − 2)],
n˙2 = + 6n
2
2µ1[f1e12 sin (1) + f2e21 sin (2)− f2e23 sin (θ1 − θ2 − 2)]
− 3n22µ3α[f1e23 sin (2) + f2e32 sin (3) + f1e21 sin (θ1 − θ2 + 2)]
n˙3 = + 6n
2
3µ2[f1e23 sin (2) + f2e32 sin (3) + f1e21 sin (θ1 − θ2 + 2)].
Ricordando che φ = θ1 − θ2 = λ1 − 3λ2 + 2λ3 è l’angolo caratteristico della
risonanza di Laplace e utilizzando l’approssimazione sin (i) = i, le variazioni
dei moti medi sono:
n˙1 =− 3n21µ2α[f1e121 + f2e212 − f2e23 sin (φ− 2)] + (n˙1)T ,
n˙2 = + 6n
2
2µ1[f1e121 + f2e212 − f2e23 sin (φ− 2)] (4.24)
− 3n22µ3α[f1e232 + f2e323 + f1e21 sin (φ+ 2)] + (n˙2)T ,
n˙3 = + 6n
2
3µ2[f1e232 + f2e323 + f1e21 sin (φ+ 2)] + (n˙3)T .
Nel sistema (4.24) abbiamo aggiunto l’effetto delle maree sui moti medi, il
quale abbiamo già calcolato essere descritto dalla formula (4.17).
Sostituendo i vari elementi nelle equazioni precedenti e con qualche sem-
plificazione, come considerare e1 = e12 (in quanto l’eccentricità libera è molto
piccola), mantenere solo gli effetti mareali legati ad Io e tralasciare (n˙2)T , (n˙3)T ,
2 ed 3 (in quanto i primi sono molto maggiori rispetto agli effetti su Europa e
Ganimede), si giunge alle seguenti formule per le variazioni dei moti medi:
n˙1 =−A1n22 sinφ− n1c1(1− 14D1e212), (4.25)
n˙2 =−A2n22 sinφ− 10.3n1c1D1e212, (4.26)
n˙3 =−A3n22 sinφ. (4.27)
Dove i coefficienti Ai sono:
A1 = 3µ2µ3f1f2
1
α
n2
η + g2
,
A2 = −9µ1µ3f1f2α n2
η + g2
,
A3 = (3/2)f1f2
n2
η + g2
.
Vediamo come variano le differenze caratteristiche dei moti medi:
η˙1 = n˙1 − 2n˙2 = −(A1 − 2A2)n22 sinφ− n1c1(1− 34.6D1e212); (4.28)
η˙2 = n˙2 − 2n˙3 = −(A2 − 2A3)n22 sinφ− 10.3n1c1D1e212. (4.29)
Si arriva così all’equazione che descrive come varia nel tempo la risonanza
di Laplace:
φ¨+ (A1 − 3A2 + 2A3)n22 sinφ = −n1c1(1− 44.9D1e212). (4.30)
47
La (4.30) è un’equazione differenziale non lineare che descrive un moto simile
al pendolo a cui è applicata una perturbazione. Il coefficiente A = A1−3A2+2A3
di sinφ è negativo e con i dati attuali vale circa −5 · 10−6n22, mentre il membro
a destra è positivo e vale circa 1.78 · 10−12n22. Se avessimo considerato anche
le maree relative ad Europa e Ganimede il membro a destra sarebbe diverso,
ma i termini aggiuntivi sarebbero più piccoli, quindi trascurabili. Esplicitiamo
il sistema dinamico bidimensionale corrispondente a (4.30):{
φ˙ = s
s˙ = −A sinφ+ δ
Poiché δ/A è molto piccolo (circa 10−6) i due punti di equilibrio sono prossimi
a (0, 0) e (pi, 0). Ma s = 0 equivale all’equazione caratteristica della risonanza di
Laplace (4.7), mentre φ = pi è la condizione sulle longitudini medie verificata dai
tre satelliti galileiani (4.8). Calcolando gli esponenti di Lyapunov del sistema
linearizzato otteniamo che il punto di equilibrio prossimo a (pi, 0) è stabile.
Abbiamo trovato perciò che l’angolo φ libra intorno al suo punto di equilibrio
stabile. Lieske in [21], prendendo diverse osservazioni telescopiche dei satelliti
galileiani, riporta come periodo della librazione 2074 giorni, con un’ampiezza
di 0.066◦. Utilizzando il sistema (4.24), invece, calcoliamo un periodo di circa
2650 giorni, e un’ampiezza che varia a seconda delle condizioni iniziali poste.
In conclusione quello che viene fuori dal sistema esplicitato è che la risonanza
di Laplace si preserva, cioè le perturbazioni sono troppo piccole per allontanare
il sistema dalla sua configurazione. La domanda che però sorge a questo punto
è come essa varia, cioè la η mantiene lo stesso valore? Nei prossimi paragrafi
mostreremo quali sono i possibili scenari proposti, per ora definiamo i seguenti
casi:
Definizione 10. Assumendo che la risonanza di Laplace si mantenga nel tempo
(cioè continui a valere l’equazione (4.7)), diciamo che la risonanza è in equilibrio
se la differenza tra il moto medio dell’i-esimo satellite e il doppio dell’(i + 1)-
esimo rimane costante (η˙ = 0); è in allontanamento se tale differenza aumenta,
η˙ > 0; mentre diventa più profonda se la differenza si muove verso lo 0, cioè
η˙ < 0.
4.3.3 Distribuzione di momento angolare da parte di Io
Le equazioni trovate sulle variazioni dei moti medi mostrano come la picco-
la librazione dell’angolo φ permetta una ridistribuzione di energia e momento
angolare tra i tre satelliti galileiani.
In più il momento angolare guadagnato, o perso, da Io a causa delle forze ma-
reali viene scambiato con Europa e Ganimede, anche tramite un procedimento
descritto in maniera molto elegante da Yoder in [35].
A causa dell’angolo di lag 1 la congiunzione tra Io ed Europa non avviene
lungo la retta dei pericentri, poiché quello di Io è indietro di un angolo 1 (vedi
Figura 4.2).
Allora accade che, poiché a parità di tempo la distanza tra Io ed Europa nella
situazione A (pre-congiunzione) è maggiore di quella in B (post-congiunzione),
il momento risultante esercitato tra i due corpi tende ad accelerare Europa e a
decelerare Io.
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AB �1
Figura 4.2: Europa e Io nei pressi della retta di congiunzione. Si può apprezzare
come il pericentro di Europa non sia allineato con quello di Io a causa dell’angolo
di lag 1
Questo fenomeno induce un meccanismo simile per la coppia Europa e Ga-
nimede, cosicché Europa viene rallentato da Ganimede, mentre quest’ultimo
subisce un’accelerazione. In questo senso possiamo dire che è Io che lavora per
permettere la distribuzione di momento angolare tra i tre satelliti galileiani.
Ricordiamo che dalla formula del momento angolare Ji = m1
√
GMai se ni
aumenta, cioè il corpo accelera, allora ai diminuisce e di conseguenza il momento
angolare diminuisce. In questo caso è Io che guadagna momento angolare ed
Europa che ne perde.
Osservazione 8. Le forze mareali sono essenziali nella descrizione di tale feno-
meno, non solo perché sono esse che riforniscono e rubano energia all’orbita di
Io producendo variazioni secolari nei moti medi, ma anche perché l’angolo di
lag 1 è dovuto al loro intervento e l’effetto che produce modifica la variazione
dei moti medi in maniera importante.
Verifichiamo l’affermazione dell’osservazione precedente; sfruttando il meto-
do di Eulero per risolvere numericamente il sistema (4.24) riusciamo a ottenere
l’andamento della variazione dei moti medi. Essi sono caratterizzati da una
componente periodica e una secolare; estrapolando quest’ultima dai risultati
otteniamo (in rad/anni, essendo delle derivate di una velocità angolare fratto i
rispettivi moti medi):
n˙1
n1
= −6.20 · 10−11, n˙2
n2
= 9.86 · 10−12, n˙3
n3
= 1.55 · 10−10.
L’introduzione o meno dell’angolo di lag 1 nel sistema (4.24) porta a notevoli
differenze, soprattutto per l’orbita di Io e, in un certo senso inaspettatamente,
49
per l’orbita di Ganimede. Infatti se non considerassimo l’angolo 1 i valori per
le variazioni secolari dei moti medi sarebbero (sempre in rad/anni):
n˙1
n1
= 2.91 · 10−11, n˙2
n2
= 2.33 · 10−11, n˙3
n3
= 1.15 · 10−11.
I risultati precedenti trovano una spiegazione dal fatto che senza l’angolo di
ritardo 1 Europa mantiene maggior momento angolare ai danni di Io e quindi
ne riesce a cedere di più a Ganimede, che così accelera meno.
4.4 Origine della risonanza di Laplace
La condizione del moto dei tre satelliti galileiani definita dalla risonanza di
Laplace è molto affascinante, per questo essa è stata oggetto di diversi studi e
teorie. Una delle discussioni riguardo ad essa è come si sia formata.
Le teorie principali al riguardo sono due: la prima prevede un’origine suc-
cessiva alla creazione dei tre satelliti galileiani, per cui la risonanza di Laplace
sarebbe il punto di arrivo dell’evoluzione orbitale delle tre lune di Giove, a cau-
sa delle maree; la seconda, invece, afferma che essa si sarebbe instaurata già al
momento della nascita dei tre satelliti. Storicamente la teoria evolutiva è stata
formulata per prima (nel 1979 [35]), mentre successivamente sono usciti alcuni
articoli che ipotizzavano un’origine primordiale.
La conoscenza dell’evoluzione attuale della risonanza di Laplace potrebbe es-
sere molto utile, in quanto fornirebbe supporto o meno alle teorie di origine della
risonanza tra Io, Europa e Ganimede. Se infatti la risonanza stesse diventando
più profonda, allora un’evoluzione dovuta a espansioni mareali sarebbe maggior-
mente plausibile, mentre un allontanamento della risonanza potrebbe concordare
con un’origine primordiale, anche se in realtà non escluderebbe l’altra teoria.
In questa sezione vogliamo presentare una rapida descrizione delle due teorie,
tralasciando i dettagli in quanto per uno studio generale in situazione di pre-
risonanza non vale la teoria enunciata in precedenza.
4.4.1 Origine evolutiva della risonanza
La teoria evolutiva sulla creazione della risonanza di Laplace è stata formulata
da Yoder in [35]. Nel suo articolo viene descritto come la configurazione attuale
dei tre satelliti galileiani sia dovuta a precedenti espansioni orbitali, le quali
una volta giunte nella condizione di risonanza si sono frenate. Altri autori che
descrivono una possibile origine evolutiva sono Showman e Malhotra in [31], nel
quale si ipotizza il passaggio attraverso una o più risonanze intermedie prima di
giungere all’attuale scenario.
In questo paragrafo presentiamo la teoria di Yoder: supponiamo che Io si
sia formato molto all’interno rispetto all’orbita di Europa; tramite la (4.17),
la (4.18) e un valore di D1 tale che il momento meccanico comanda l’evoluzione,
possiamo dire che Io comincia ad allontanarsi da Giove e a diminuire la sua
eccentricità. Lo stesso possiamo pensare succeda ad Europa, ma con effetti
molto minori rispetto a quelli di Io a causa del fatto che è più lontano. Poiché i
satelliti non sono ancora in risonanza, gli effetti secolari dovuti alle maree non
vengono ridistribuiti.
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Il primo dei satelliti galileiani si allontanerà più velocemente dal pianeta di
quanto faccia Europa, finché la quantità η1 = n1 − 2n2 non diventa prossima a
0. Le equazioni che descrivono il moto nella fase quasi risonante sono quelle che
abbiamo trovato nella sezione precedente; n1 decresce e l’eccentricità aumenta
a causa dell’interazione con Europa, finché non giunge ad un valore critico (vedi
ad esempio (4.28)), corrispondente all’annullamento della derivata di η1.
Io ed Europa continuano ad allontanarsi da Giove, mantenendo costante η1.
A un certo punto dell’evoluzione orbitale Europa raggiunge la risonanza con
Ganimede, per cui n2 − 2n3 = η2 comincia a diminuire, fino a quando non
raggiunge il valore η1.
4.4.2 Origine primordiale della risonanza
La teoria di un’origine primordiale, cioè antica circa quanto la formazione dei
tre satelliti stessa, si può ritrovare in [12]. Lo scenario descritto da Greenberg
nell’articolo prevede che all’inizio i tre satelliti galileiani sono in una risonanza
molto profonda, per cui η1 ed η2 sono prossimi a zero (in tal caso le eccentricità
sono più grandi, in quanto abbiamo visto che eij sono proporzionali a 1/η).
Osservazione 9. Lo studio che abbiamo descritto in precedenza dovrebbe essere
cambiato, in quanto le eccentricità sono molto più alte ed un troncamento al
primo ordine nei termini periodici della funzione di perturbazione tralascia effetti
ancora importanti.
La dissipazione all’interno dei satelliti, soprattutto in Io, cominciò a dimi-
nuire l’eccentricità e a logorare la risonanza, aumentando n1. Greenberg mo-
strò come gli angoli notevoli della risonanza libravano, ma con centri differenti
rispetto a quelli calcolati oggigiorno (che ricordiamo essere 0◦ e 180◦).
Se oggi comunque la risonanza è ancora ben visibile, e questo processo di
allontanamento si sta perpetrando all’incirca dalla nascita del sistema solare
(circa 4.6 miliardi di anni fa), la descrizione precedente potrebbe non bastare
per spiegare l’attuale scenario.
Greenberg propose che Io durante certi periodi della sua evoluzione si raf-
freddi (in particolare il parametro Q di Io aumenta, cosicché la dissipazione in
Io diminuisce) e che quindi l’effetto del momento meccanico inizia a comandare
il moto del satellite, in modo che così il sistema ritorni verso il suo stato iniziale.
Abbiamo perciò una situazione ciclica di contrazione ed espansione delle orbite,
in quanto più Io si avvicina a Giove, più la dissipazione aumenta (più di quanto
faccia il momento meccanico).
In seguito Peale e Lee in [30] ripresero tale teoria e provarono a sistemare
alcuni punti dello scenario descritto da Greenberg: uno tra tutti come può essersi
instaurata la risonanza di Laplace al momento della formazione dei tre satelliti.
Essi mossero dei dubbi sul classico scenario di nascita dei satelliti galileiani
da un disco di materia solida e di gas intorno a Giove. Il processo di formazione
che loro descrissero prevedeva una creazione a freddo, risolvendo alcuni problemi
sugli stati fisici attuali dei satelliti. Ciò è possibile se la formazione dei tre
satelliti avvenne verso la fine di quella di Giove, in corrispondenza di un flusso
di materiale minore.
Nell’evoluzione delle orbite iniziali dei tre satelliti fu Ganimede a muoversi
verso una condizione di risonanza: secondo Peale e Lee si instaurò prima la
risonanza tra Ganimede ed Europa, successivamente quella tra Europa ed Io.
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4.5 Evoluzione della risonanza di Laplace
In questa sezione discuteremo quali sono i risultati ottenuti in decenni di studi
incentrati sulla situazione attuale dei tre satelliti galileiani Io, Europa e Ganime-
de: in particolare se essi si stanno allontanando dalla risonanza di Laplace o vi
stiano dirigendo in maniera più profonda. Osserviamo subito che in bibliografia
la risposta non è univoca; come vedremo però nella prossima sezione studi più
recenti suggeriscono un allontanamento dalla risonanza.
Intanto il mantenimento della risonanza di Laplace non implica per forza una
staticità del sistema, ma un’evoluzione che mantenga l’equazione caratteristica
della risonanza (4.7).
Questo accade se
n˙1 − 2n˙2 = n˙2 − 2n˙3 = η˙.
Abbiamo già argomentato che se la (4.7) rimane valida non segue che il
sistema mantiene la stessa configurazione angolare dopo un periodo T ; infatti
questo dipende anche da η˙: se è positiva la proporzionalità tra i moti medi
di allontana, mentre se è negativa diventa più profonda, in quanto la stessa
proporzionalità diventa più precisa.
Osservazione 10. Un allontanamento eccessivo della risonanza di Laplace po-
trebbe portare a una disgregazione della stessa, in quanto le due risonanze 2 : 1
diventeranno meno precise, modificando il problema. E’ possibile che dopo un
arco di tempo molto lungo le condizioni sugli angoli di risonanza comincino a
non valere più, infatti non è detto che la variazione η˙ corrisponda alle variazioni
dei pericentri $¨1 e $¨2.
Sono necessari dati accurati per poter affermare quale sarà il futuro della
risonanza di Laplace. Quello che molti studi hanno cercato di calcolare è proprio
la variazione di velocità angolare media dei tre satelliti, con preferenza per Io:
se n˙1 < 0, cioè n1 diminuisce e Io si allontana da Giove, allora per la (4.17)
saremmo portati a dire che l’evoluzione è dominata dalle maree che il satellite
innalza sul pianeta (e dal momento meccanico che ne consegue); se n˙1 > 0, cioè
n1 aumenta e Io si avvicina a Giove, allora per la stessa equazione seguirebbe
che l’evoluzione è dominata dalle maree del pianeta sul suo satellite (e dalla
dissipazione di energia all’interno di Io).
Purtroppo nell’equazione (4.17) ci sono molti parametri i cui valori non sono
conosciuti con la dovuta accuratezza: per questo la speranza è che la missione
spaziale JUICE possa portare ad una conoscenza migliore di essi.
In più bisogna tenere ben in conto l’intervento della risonanza, che domina
l’evoluzione dell’orbita di Io. Tra i valori che abbiamo calcolato, infatti, abbiamo
visto che n˙1 assume un valore negativo. In realtà questo è dovuto al fatto che
Europa e Ganimede attingono ad Io come riserva di moto medio (grazie alla
risonanza). Dai dati della tabella in Figura 2.2 la parte esclusivamente mareale
(n˙1)T è positiva; è a causa della risonanza, e della conseguente ridistribuzione
di momento angolare ed eenrgia, che il moto medio di Io diventa negativo.
La situazione in cui Io si allontana da Giove era già stata proposta da Yoder
in [35]. Questa era l’opinione più diffusa nei primi anni dopo che gli aspetti
mareali e dissipativi erano stati studiati da Peale nel 1979. Tale situazione è
però contraddetta da molti risultati numerici ottenuti da diversi astronomi, fisici
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e matematici lungo tutto il 1900, fino ad arrivare ai risultati di Lainey successivi
al 2000.
Vogliamo ora citare, senza entrare nei dettagli, le evoluzioni possibili pre-
sentate da diversi studiosi del sistema di Giove: ciò che presenteremo è il frutto
della teoria enunciata nei paragrafi precedenti, ma anche delle migliaia di osser-
vazioni dalla Terra verso il sistema di Giove. Vedremo anche come questi dati
sono stati raccolti ed utilizzati.
4.5.1 Fenomeni mutui e dati raccolti
Le osservazioni utilizzate dai diversi autori che presenteremo partono addirittura
dalla seconda metà della del 1600, per arrivare agli anni di pubblicazione dei loro
articoli. Comunque la maggior parte dei dati utilizzati sono successivi alla fine
del 1800. Per mancanza storica di strumentazioni adeguate le misure effettuate
non sono la distanza o la velocità del satellite in esame, ma misure angolari
dei corpi celesti. Tra i dati raccolti i più interessanti sono quelli riguardanti i
fenomeni mutui.
• Eclissi: uno dei satelliti galileiani è occultato dall’ombra di Giove, dovuta
all’opposizione fisica del pianeta alla luce solare.
• Occultazione: uno dei satelliti galileiani è occultato dal disco visibile di
Giove, cioè il pianeta è frapposto tra l’osservatore e il satellite.
• Transito del satellite: uno dei corpi celeste in esame passa sul disco visibile
di Giove, trovandosi tra l’osservatore e il pianeta.
• Transito dell’ombra del satellite: l’ombra di uno dei satelliti galileiani è
proiettata sul disco visibile di Giove, poiché esso si trova tra il Sole e il
pianeta.
Le osservazioni dei fenomeni mutui si riferiscono ad eventi di questo tipo,
per i quali sono state calcolate le longitudini e il tempo relativi all’intera durata
dell’evento.
La domanda che ci si pone è come possano essere tali dati abbastanza accu-
rati per ottenere dei risultati provvisti di una certa accuratezza. Come sappiamo
i dati degli spacecraft raggiungono precisioni a livelli di centimetri in distanza
e micron al secondo in velocità. Le osservazioni a Terra dei satelliti di Giove
e dei loro fenomeni mutui non possono raggiungere tali accuratezze, comunque
sono stati tra i più importanti dati utilizzati fino all’arrivo delle prime missioni
spaziali nel sistema di Giove.
Osserviamo che un errore in longitudine di un arcosecondo nelle osservazioni
è pari circa a 3000 km e che incertezze di frazioni di arcosecondi sono dell’ordine
di decine o centinaia di chilometri.
La maggior parte degli studi effettuati (soprattutto negli anni ’70 e ’80) per
determinare la variazione di moto medio dei satelliti galileiani (specialmente di
Io) sono stati effettuati tramite un processo di minimizzazione dei residui tra il
dato osservato, la longitudine di uno dei satelliti, e il dato aspettato. Essendo
stati utilizzati dati di diversi secoli e con diverse strumentazioni è necessario che
si apportino delle modifiche a tali osservazioni.
E’ interessante per esempio la correzione apportata ai tempi delle misurazioni
effettuate prima del 1950. Esse infatti erano segnate con riferimento al tempo
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universale, cioè legato alla rotazione della Terra (non costante, vedi infatti il
Capitolo 3 sulle maree dove abbiamo mostrato come la rotazione di un pianeta
viene rallentato dalle maree che il suo satellite agisce su di esso), e non tramite il
tempo delle effemeridi, il quale scorre a velocità costante. Lieske in [22] mostrò
come grazie alla variazione del moto medio della Luna è possibile calcolare in
maniera accurata la differenza di tempo tra le due.
4.5.2 Stabilità della risonanza
Per stabilità della risonanza intendiamo che la quantità η˙ = 0. Tale condizione
è molto particolare ed è stata argomentata da Yoder in [35].
Secondo Yoder il momento meccanico che Giove esercita sull’orbita di Io,
fornisce abbastanza energia da permettere l’equilibrio della risonanza, da cui
segue:
n˙1 = 2n˙2, n˙2 = 2n˙3.
Questo implica che i tre satelliti hanno tutti e tre lo stesso comportamento,
cioè o si allontanano (come pensava Yoder) o si avvicinano tutti al pianeta. Il
valore η = 0.7395◦/giorno calcolato oggigiorno non sarebbe quindi un valore
di passaggio, ma il punto di arrivo dell’evoluzione che abbiamo descritto nella
sezione precedente.
4.5.3 Rafforzamento della risonanza
La situazione che andiamo a descrivere ora è il caso in cui η˙ < 0, tale che le
proporzionalità dei moti medi diventa più precisa, cioè il sistema si muove verso
n1 − 2n2 = 0. Tale conclusione è molto affascinante, in quanto prevede che il
sistema vada verso una condizione di risonanza di Laplace più forte (in quanto
la proporzionalità tra i moti medi diventa più precisa). Uno scenario di questo
tipo è proposto da Lieske in [22], in quanto i calcoli da lui condotti utilizzando
più di 16000 osservazioni di fenomeni mutui e anche fotografie della missione
Voyager portarono ai seguenti risultati:
n˙1
n1
= (−7.4± 8.7) · 10−12 rad/anni,
η˙ = (1.03± 5.4) · 10−9 rad/anni2.
L’incertezza di questi valori lascia spazio a qualsiasi interpretazione, il primo
comunque sembra suggerire che Io si sta allontanando da Giove. Il secondo non
elimina la possibilità che la risonanza stia diventando più forte.
4.5.4 Allontanamento dalla risonanza
L’ultimo caso è che il sistema stia lasciando la sua attuale configurazione, e che
le risonanze 2 : 1 tra i tre satelliti galileiani siano meno vicine. Questo caso era
già stato proposto da De Sitter in [6]. Il suo studio si avvalse di diverse serie
di osservazioni, tra le quali alcune avvenute nel 1600, 1700 e 1800 (vedi [6]).
Peraltro è interessante notare come De Sitter in realtà si aspettasse che il moto
54
medio di Io diminuisse, a causa del momento meccanico mareale; ricordiamo
infatti che solo nel 1979 Peale calcolò l’enorme dissipazione di energia all’interno
del satellite.
Il risultato che De Sitter ottenne è il seguente:
η˙ ' 7.7 · 10−8 rad/anni2,
che descrive un caso di allontanamento.
Altri studi di questo tipo (osservazioni delle longitudini effettuate nei secoli
precedenti) hanno ottenuto valori diversi, utilizzando modelli più o meno ac-
curati. Alcuni di questi prevedono un disgregamento totale della risonanza di
Laplace in quanto non verificano n˙1− 3n˙2 + n˙3 = 0, implicando una futura non
validità di (4.7).
4.6 Risultati recenti e future investigazioni
Negli ultimi anni nuovi studi, condotti da Lainey ed altri, hanno cercato di dare
una risposta alla domanda se la risonanza di Laplace si stia allontanando dal suo
stato attuale o meno. Essi hanno prodotto un modello dinamico del sistema di
Giove molto accurato, tenendo conto dei principali effetti fisici come il fatto che
il potenziale gravitazionale non è a simmetria sferica, perturbazioni dovute ad
altri pianeti, correzioni dovute alla relatività generale e molti altri (vedi [15]).
Comunque nel Capitolo 5 entreremo in dettaglio sugli effetti da considerare
per un possibile modello dinamico utile per determinare il moto dei satelliti
galileiani.
Le osservazioni utilizzate sono divise in quattro famiglie: vecchie osservazioni
effettuate da osservatori sparsi sulla Terra tra il 1891 e il 1936, osservazioni
moderne tra il 1967 e il 1990 con strumenti più potenti, osservazioni degli eventi
mutui e dati ottenuti dal programma di osservazioni dei satelliti di Giove e
Nettuno FASTT. Queste osservazioni sono di tipo angolare (posizione nella sfera
celeste) e temporale.
Integrando numericamente le equazioni di moto costruite in [15], invece di
usare un modello analitico, e fittandolo con le osservazioni, in [19] sono presentati
i risultati degli effetti secolari sulle posizioni dei primi tre satelliti galileiani. Gli
shift nella posizione lungo l’orbita ammontano appena a 55 km per Io, −125
per Europa e −365 per Ganimede, considerato un arco temporale di 116 anni;
pari ad un effetto secolare sui moti medi descritto dalle seguenti quantità (in
rad/anni):
n˙1
n1
= 1.4 · 10−11, n˙2
n2
= −4.3 · 10−11, n˙3
n3
= −1.57 · 10−10.
Tali risultati sono diversi da quelli ottenuti con il sistema (4.24). Questo può
essere spiegato con una differenza nella modalità con cui il momento angolare
viene scambiato tra i vari satelliti galileiani; ricordiamo infatti che nei nostri
calcoli non abbiamo considerato tutti gli effetti a lungo periodo, i quali com-
parirebbero automaticamente se si utilizzasse un modello dinamico accurato;
riprenderemo queste argomentazioni nel Capitolo 6.
E’ comunque necessario che i dati di JUICE forniscano un risultato indi-
pendente da quelli ottenuti finora, in modo da poter considerare evoluzioni del
sistema di natura differente.
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I risultati ottenuti da Lainey tramite il modello dinamico, le osservazioni e i
valori dei parametri mareali citati in precedenza è che Io si sta muovendo verso
Giove. In più la risonanza di Laplace si sta allontanando dal suo stato attuale
(vedi [19]):
η˙ = (7.4± 2.4) · 10−8 rad/anni2
Osservazione 11. Preso il valore considerato da Lainey per k2/Q (0.015) e so-
stituito nell’equazione di evoluzione del moto medio di Io (4.17), dove f è posto
pari a 1, otteniamo che la variazione di moto medio di Io è negativa. Eppure
nei valori finali quest’ultima è positiva, questo è dovuto allo scambio di ener-
gia e momento angolare tra i tre satelliti galileiani più interni. Il fatto che il
momento angolare che Io scambia con Giove è positivo segue anche dal calcolo
diretto della variazione di momento angolare tra i tre satelliti tramite i valori
n˙i di Lainey.
4.6.1 Commenti e verifiche da compiere
Il valore ottenuto in [19] per k2/Q, tramite un processo di determinazione or-
bitale di minimizzazione dei residui (vedi Capitolo 5), è centrato in 0.015; esso
è in accordo con due possibili modelli dell’interno di Io, descritti nello stesso
articolo. Il primo consiste nella presenza di un nucleo denso di 700 km (circa
due quinti del raggio di Io), racchiuso dal mantello e una sottile litosfera (par-
te rigida esterna, comprendente anche la crosta del pianeta) di 40 km, meno
densa: per cui i due parametri coinvolti valgono circa k2 = 0.04 e Q = 3. Il
secondo invece prevede anche l’esistenza di un’astenosfera (parte superficiale del
mantello composta da rocce fuse o parzialmente fuse) con bassa viscosità, con i
conseguenti valori dei parametri mareali di circa k2 = 0.8 e Q = 50.
Notiamo però che nel primo caso un valore molto piccolo di Q implica una
dissipazione molto elevata e un angolo di ritardo decisamente ampio (circa 10◦);
mentre nel secondo un valore così grande per k2 ammette l’innalzamento di
maree solide su Io maggiori di 4000 metri (circa quanto il Monte Bianco!).
Bisogna osservare che per la dissipazione interna ad Io è stata utilizzata la
formula senza il coefficiente f ; se ammettiamo un qualche intervento del nucleo
liquido di Io nella dissipazione di energia, allora il valore 0.015 potrebbe riferirsi
non a k2/Q, ma a fk2/Q, che plausibilmente comporta un dimezzamento del
valore della frazione dei coefficienti mareali di Io.
I problemi dunque sono i seguenti:
• l’incertezza dei parametri mareali, i quali influiscono in maniera decisiva
sulla determinazione del moto dei tre satelliti galileiani;
• l’accuratezza non eccezionale delle osservazioni a Terra, soprattutto quelle
più indietro negli anni, rispetto ai dati ottenuti tramite le missioni spaziali
passate e future (JUICE è una tra queste).
Come già citato nell’introduzione di questa tesi vogliamo mostrare come i
dati di JUICE permettano di dare una risposta alla domanda sull’evoluzione del
sistema; purtroppo, non passando vicino ad Io, JUICE non potrà vincolare k2 e
Q di Io se non dagli effetti che producono sui moti medi dei satelliti galileiani.
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Capitolo 5
Un processo di stima dei
parametri grazie ai dati di
JUICE
Con il termine determinazione orbitale è definita un’applicazione della matema-
tica per cui date alcune osservazioni di corpi celesti o di satelliti artificiali, si
cerca di ottenere i valori di alcuni parametri che intervengono nel loro moto o
nelle osservazioni stesse.
La teoria che esporremo ed utilizzeremo sarà riferita alla determinazione
orbitale collaborativa, in cui è presente una risposta attiva dell’oggetto osservato,
il quale la maggior parte delle volte è un satellite artificiale. Essa differisce dalla
determinazione orbitale di popolazione, rivolta principalmente allo studio delle
orbite di asteroidi.
5.1 Determinazione orbitale
Il moto di uno o più oggetti nello spazio è descritto da un’equazione differenziale
nel tempo, definita appunto equazione di moto:
dy
dt
= f(y,µ, t). (5.1)
I vettori y ∈ Rp e µ ∈ Rp′ sono rispettivamente il vettore di stato e il
vettore dei parametri dinamici, in quanto presenti nell’equazione che descrive la
dinamica del problema. Lo scalare t è il tempo.
Mentre in teoria f descrive tutte le accelerazioni che gli oggetti considerati
risentono, in una situazione reale questo è impossibile. Vengono quindi scelti solo
gli effetti principali presenti e si costruisce un modello. Tra breve descriveremo
quali sono le accelerazioni che devono essere considerate per il moto della sonda.
Il vettore di stato descrive il moto dei corpi celesti considerati; data una certa
condizione iniziale y(t0) = y0, accoppiata con l’equazione differenziale (5.1),
otteniamo un problema di Cauchy, la cui soluzione y(t) è chiamata orbita.
Enunciamo ora il teorema di esistenza e unicità:
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Teorema 1. Un problema di Cauchy della forma{
dy
dt (t) = g(y(t), t)
y(t0) = y0
con g funzione lipschitziana in y su un aperto e continua in t, ha una soluzione
continua nell’intervallo [t0 − , t0 + ], con  un numero reale maggiore di 0.
Nel nostro caso, la funzione f è quasi sempre più che lipschitziana, se non
proprio C∞, su degli aperti opportuni; solo alcune forze particolari, di natura
non gravitazionale, possono creare dei problemi di continuità. Osserviamo anche
che il vettore di stato y dipenderà, oltre che dal tempo, anche dalle condizioni
iniziali e dai parametri dinamici y = y(t,y0,µ). Alcune volte useremo il flusso
integrale Φtt0(y0) per indicare la soluzione al tempo t, con condizione iniziale
y(t0) = y0.
Una volta descritto un modello dinamico realistico, è necessario introdurre
una funzione di osservazione R(y,ν, t), la quale oltre a dipendere dal vettore
di stato, è funzione anche del vettore ν ∈ Rp′′ dei parametri cinematici. Essa
ci permette di avere delle predizioni sulle osservazioni, grazie ad un modello
opportuno del problema fisico.
In generale ad un certo tempo ti, tramite ad esempio osservazioni telesco-
piche o radio, si ottiene un certo dato ri relativo ad una quantità fisica (per
esempio un angolo, una distanza o una velocità). Allo stesso tempo possiamo
ottenere una predizione del risultato di questa osservazione tramite la funzione:
r(t) = R(y(t),ν, t),
la quale è composizione della funzione osservazione con l’orbita.
Dati i due valori scalari ri e r(ti), che descrivono la stessa quantità allo stesso
tempo, possiamo calcolare quanto essi discordino tra di loro:
ξi = ri − r(ti), (5.2)
dove gli ξi sono detti residui. Poiché r(ti) dipende da y(ti), che è la soluzione
di (5.1) valutata in ti, la quantità ξi misura la discordanza tra dati osservativi
e dati previsti tramite il modello utilizzato.
Considerando m osservazioni totali possiamo costruire il vettore dei residui
definito ξ, di dimensione appunto m. Osserviamo che in generale esso dipende
da tutti i parametri coinvolti, in quanto ν sono presenti esplicitamente in (5.2)
ed inoltre anche µ e y0 intervengono tramite l’introduzione della soluzione y(t)
di (5.1).
5.1.1 Il principio dei minimi quadrati
Una volta ottenuti i residui delle varie osservazioni, definiamo una funzione
target, di questa forma:
Q(ξ) =
1
m
ξT ξ =
1
m
m∑
i=1
ξ2i . (5.3)
Anch’essa perciò è funzione di tutti gli n = p+ p′+ p′′ parametri. Una volta
però che ci poniamo davanti al problema reale, possiamo decidere di fissare certi
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parametri con dei valori assegnati e invece considerare non noti altri xi con
i = 1, ..., N , che chiameremo parametri incogniti, i quali possono appartenere al
vettore delle condizioni iniziali, ai parametri dinamici o cinematici. Essi vanno
a formare il vettore x, che sarà l’incognita del nostro problema.
L’idea è di minimizzare la funzione Q e calcolare il vettore x∗ che la mini-
mizza. Tale valore del vettore x è definita soluzione nominale. Notiamo che un
metodo di questo genere ci permette di minimizzare in maniera globale i residui.
Osservazione 12. Perché non si può cercare un valore di x per cui i residui
si annullano tutti? La risposta è molto semplice, in quanto se guardiamo le
dimensioni del problema troviamo m equazioni in N incognite, con m molto
maggiore di N (specialmente nei casi di determinazione orbitale collaborativa);
mandare a 0 certe equazioni, potrebbe non rendere 0, o prossimi ad esso, le
altre.
Definiamo la matrice di disegno come la matrice di dimensione m×N data
dalle derivate vettoriali B = ∂ξ∂x . Osserviamo che dalla definizione dei residui
gli elementi della matrice sono:
Bij =
∂ξi
∂xj
= −∂R
∂y
∂y(ti)
∂xj
− ∂R
∂xj
. (5.4)
In particolare se xj è contenuto nei parametri dinamici o nel vettore delle
condizioni iniziali il secondo termine dell’ultimo membro di (5.4) è nullo, mentre
se appartiene ai parametri cinematici è il primo termine ad essere 0.
Per trovare il minimo della funzione Q cerchiamo i punti stazionari di tale
funzione tramite l’equazione
∂Q
∂x
=
2
m
ξTB = 0. (5.5)
Ora se il problema è lineare, cioè il modello è della forma:
f(t) =
N∑
j=1
xjfj(t),
con xj i parametri incogniti e fj delle funzioni base del tempo, allora possiamo
esprimere i residui tramite la seguente formula
ξi = λi − f(ti),
che in forma vettoriale diventa ξ = λ + Bx, infatti le componenti Bij sono
semplicemente −fj(ti). L’equazione (5.5) in questo caso prende la forma:
λTB + xTBTB = 0.
La matrice C = BTB è definita matrice normale e contiene l’informazione
del problema. Se essa è invertibile la soluzione nominale è calcolabile in maniera
in diretta
x∗ = −ΓBTλ;
la matrice Γ è detta di covarianza ed è l’inversa della matrice normale.
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Se il problema non è lineare, per risolvere l’equazione (5.5) dobbiamo utiliz-
zare un metodo iterativo di ricerca degli zeri di una funzione. Al passo k-esimo
esprimiamo il gradiente di Q con un’espansione in xk calcolato precedentemente:
∂Q
∂x
(x) =
∂Q
∂x
(xk) +
∂2Q
∂x2
(xk)(x− xk) + . . . (5.6)
La derivata seconda della funzione target si calcola attraverso la formula di
derivazione del prodotto:
∂2Q
∂x2
=
2
m
(BTB + ξTH) =
2
m
Cnew,
dove abbiamo posto H la matrice ∂2B/∂x2 e Cnew = BTB + ξTH è la nuova
matrice normale.
Valutando l’equazione (5.6) nella soluzione nominale x∗, il membro a sinistra
diventa nullo (siamo in un minimo). Troncando la serie ai primi due termini
commettiamo un certo errore, il quale ci porta a calcolare non x∗, ma un altro
vettore xk+1:
xk+1 = xk + C
−1
newD. (5.7)
Con D abbiamo indicato il vettore −BT ξ, il quale come Cnew è valutato in xk.
Una volta ottenuto il vettore xk+1 possiamo ripetere il passo del metodo
iterativo e così via.
Un approccio di questo tipo è molto dispendioso, in quanto obbliga a calco-
lare la matrice H, la quale ha tre dimensioni (m ×N ×N). Per semplificare i
calcoli uno dei metodi possibili è attraverso le correzioni differenziali, tramite
le quali trascuriamo proprio la matrice H:
xk+1 = xk + C
−1D. (5.8)
Tale approssimazione ha senso nel momento in cui supponiamo che il vettore
x∗ − xk è piccolo in norma, in quanto nella scrittura di Cnew il termine con H
è una correzione all’ordine successivo della classica scrittura di C.
Ovviamente ci sono alcuni problemi numerici che devono essere considerati.
Tra i più importanti vi sono la scelta del vettore di partenza x0, della conver-
genza del metodo e dell’invertibilità della matrice C. Riguardo ai primi due
rimandiamo direttamente a [25], mentre l’ultimo punto verrà trattato tra poco.
5.1.2 Ellissoidi di confidenza
Per stimare l’accuratezza dei risultati ottenuti definiamo una regione nello spazio
dei parametri incogniti
Z(σ) = {Q(x)− Q∗ ≤ σ2/m}. (5.9)
Questa regione, definita regione di confidenza, dipende dalla scelta di σ e ci
dà un metro dell’accuratezza delle soluzioni. Z(σ) racchiude oltre alla soluzione
nominale x∗, la quale sarà il centro di tale regione, tutti i possibili valori per x
che riteniamo accettabili; è opportuno quindi prestare attenzione alla scelta di
σ, che dipenderà dall’accuratezza delle osservazioni.
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Figura 5.1: Incertezza dei parametri g nel caso h = h∗, il cui sottospazio affine
associato è indicato con la linea tratteggiata. L’ellissoide condizionale per valori
nominali è indicato in grassetto sull’asse delle ascisse.
Utilizzando un’espansione di Taylor della funzione target in x∗, la definizione
di B e il fatto che ξ è abbastanza piccolo, possiamo riscrivere la penalità ∆Q =
Q(x)− Q∗:
m∆Q ' (x− x∗) · C(x− x∗).
La regione di confidenza diventa
Z(σ) = {(x− x∗) · C(x− x∗) ≤ σ2}. (5.10)
Se C è definita positiva la regione Z(σ) definisce un ellissoide di dimensione
N − 1, i cui semiassi sono le radici quadrate degli autovalori della matrice di
covarianza Γ; per cui tale matrice ci fornisce un metro dell’incertezza dei risultati
ottenuti.
Spezziamo il vettore x in due pezzi [h,g], di cui ci interessa calcolare l’in-
certezza degli elementi di g. Notiamo che se vogliamo l’incertezza di un unico
parametro xk basta prendere il vettore g di una sola componente.
Grazie a questa suddivisione possiamo prendere la seguente partizione in
blocchi delle matrici C e Γ:
C =
[
Chh Chg
Cgh Cgg
]
, Γ =
[
Γhh Γhg
Γgh Γgg
]
.
Dove per la simmetria della matrice normale vale che Cgh = CThg. Le di-
mensioni di queste matrici seguono dalle dimensioni dei due vettori h e g; per
esempio Chh è quadrata di dimensione pari alla lunghezza di h, mentre Cgg di
g. Notiamo che il termine in (5.10) si può riscrivere:
m∆Q = (h−h∗) ·Chh(h−h∗) + 2(h−h∗) ·Chg(g−g∗) + (g−g∗) ·Cgg(g−g∗).
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Figura 5.2: Incertezza dei parametri g nel caso h arbitrario; le linee punteggiate
indicano la proiezione dei punti a tangente verticale dell’ellisse, i quali sono un
bound per i valori di g. L’ellissoide marginale è indicato in grassetto sull’asse
delle ascisse.
Ora ci sono tre approcci possibili che dipendono dalla scelta di h:
• coincide con h∗, cioè con la sua soluzione nominale;
• è arbitrario;
• è un certo h0 fissato,in generale diverso dalla soluzione nominale.
L’incertezza dei parametri g dipende dalla scelta che effettuiamo. Geometri-
camente è interessante osservare come possiamo ottenere il risultato intersecando
l’ellisse definito da (5.10) con un opportuno spazio affine, per poi proiettare il
tutto sullo spazio dei parametri g.
Se h = h∗, allora due dei tre addendi della (5.10) sono 0; rimane soltanto:
m∆Q = (g − g∗)Cgg(g − g∗).
Per ottenere l’incertezza ∆g dobbiamo sostituire il membro a sinistra con il
membro a destra in (5.10); l’ellissoide corrispondente nello spazio delle g è detto
ellissoide condizionale per valori nominali.
Se h è arbitrario, allora ogni punto dell’ellissoide può essere considerato:
dobbiamo perciò trovare i suoi punti estremi, per poi proiettarli sullo spazio di
g. Essi avranno tangente verticale, deriviamo in h la (5.10) e poniamo il tutto
uguale a 0:
∆hTChh + ∆g
TCgh = 0.
Esplicitando ∆hT nell’equazione precedente, otteniamo che ∆h = −C−1hhChg∆g,
che lega le due incertezze. Ma allora l’equazione che ci fornisce l’incertezza di
∆g è
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Figura 5.3: Incertezza dei parametri g nel caso h = h0, il cui sottospazio affine
associato è indicato con la linea tratteggiata. La linea segnata con tratteggi e
puntini passa dai punti (h∗,g∗) e (h0,g0). L’ellissoide condizionale per valori
non nominali è indicato in grassetto sull’asse delle ascisse.
m∆Q = ∆g · Cgg∆g,
dove si è posto Cgg = Cgg − CghC−1hhChg. In tal caso si parla di ellissoidi
marginali.
L’ultima possibilità è che h = h0. Deriviamo rispetto a g la (5.10) per
trovare il minimo fissato h = h0; otteniamo così
g0 − g∗ = −C−1gg Cgh(h0 − h∗).
Allora per calcolare ∆g, basta sommare due pezzi:
g − g∗ = (g − g0) + (g0 − g∗) = (g − g0)− C−1gg Cgh(h0 − h∗).
Possiamo ora notare che la penalità ∆Q ha una componente aggiuntiva,
quadratica in h0 − h∗, data dalla matrice Chh = C−1gg Cgh
m∆Q = (g − g0) · Cgg(g − g0) + (h0 − h∗) · Chh(h0 − h∗).
Osserviamo però che in questo caso l’ellissoide di confidenza nello spazio
delle g con g0 minimo vincolato, detto ellissoide condizionale per valori non
nominali, è più piccolo rispetto al caso h = h∗, in quanto l’equazione del bordo
è
(g − g0) · Cgg(g − g0) = σ2 − (h0 − h∗) · Chh(h0 − h∗).
In tutta la teoria presentata in questo paragrafo non ci siamo preoccupati
sull’impossibilità eventuale di invertire le matrici. Tale aspetto sarà descritto
tra poco.
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5.1.3 Osservabili e loro accuratezza
La funzione target Q può avere una forma diversa da quella presentata prece-
dentemente; è infatti utile, e la maggior parte delle volte necessario, introdurre
una matrice di pesatura W , simmetrica e semidefinita positiva di dimensione
m, in modo che la nuova funzione target Q sia
Q =
1
m
ξTWξ. (5.11)
La struttura più semplice per W è diagonale e con autovalori tutti uguali
1/s2. Questa è una pesatura uniforme, la quale modifica le matrici e i vettori
definiti precedentemente:
C = BTWB, D = −BTWξ, Γ = (BTWB)−1,
ma non influisce sul risultato, in quanto la moltiplicazione ΓD presente in (5.8),
porta ad elidere i pesi.
Se invece si mantiene la struttura diagonale, ma si usano pesi distinti tra loro,
assumiamo automaticamente che alcune osservazioni sono più accurate di altre.
Questo può accadere se vengono considerati per esempio gruppi di osservazioni
distanti tra loro nel tempo; in generale possiamo aspettarci che osservazioni più
vecchie, effettuate con strumenti meno precisi, siano meno affidabili rispetto ai
dati forniti dalle moderne missioni spaziali.
In questo caso anche la soluzione cambierà. Per evitare di cambiare le for-
mule introdotte nei paragrafi precedenti, possiamo ridefinire i nuovi residui ξ
tramite quelli definiti in (5.2) che indichiamo con ξ′:
ξ =
√
Wξ′, ξi = ξ′i/si.
La scelta di un valore si grande, cioè di un peso piccolo, implica che nella
matrice C l’informazione sarà minore e in Γ l’incertezza più alta; mentre per si
piccoli, di conseguenza pesi grandi, la matrice C guadagna informazione e nella
matrice Γ le incertezze diminuiscono.
La matrice W non deve per forza essere diagonale; un valore diverso da zero
di un elemento fuori diagonale, implica una correlazione tra l’accuratezza di una
certa osservazione e un’altra. Notiamo che in questo caso la matrice definita da√
W non è di calcolo immediato, ma è necessario l’utilizzo di appositi algoritmi
numerici (vedi [25] per alcuni esempi).
5.1.4 Deficienze di rango
Se la matrice normale C ha un autovalore nullo, allora le soluzioni proposte non
possono essere applicate senza incorrere in un fallimento. Infatti non è possibile
definire la matrice di covarianza Γ, che ricordiamo essere inversa della matrice
normale, e ottenere il vettore x∗ (nel caso lineare) o il vettore xk+1 (nel caso
non lineare) definito in (5.8).
Definizione 11. Il problema di determinazione orbitale impostato, con matrice
normale C al passo k-esimo, ha una deficienza di rango di ordine d se nello spazio
dei parametri incogniti esiste un sottospazio K di dimensione massimale d per
cui se prendiamo un vettore v (diverso da 0) su K allora Cv = 0.
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Questo che si presenta come un problema numerico nasce proprio dalla for-
mulazione del principio dei minimi quadrati. Infatti una deficienza di rango
implica che ci sono delle direzioni (per precisione ce ne sono d indipendenti)
nello spazio dei parametri incogniti che lasciano invariati, o quasi, i residui:
ξ(x+ sv) = ξ(x) + sBv + O(s2) = ξ(x) + O(s2).
Il principio dei minimi quadrati perciò non riesce a vincolare alcuni dei pa-
rametri che vogliamo calcolare. Per ovviare a questo intoppo ci sono diversi
metodi possibili; uno di questi è utilizzare la pseudoinversa di C, la quale è
la matrice nulla sul kerC e l’inversa di C sul sottospazio ortogonale al nucleo.
Questo però non risolve il problema in generale, abbiamo bisogno di metodi più
robusti.
Tra le soluzioni possibili vi sono:
• descoping, si eliminano dai parametri incogniti gli xi che danno origine
alle direzioni deboli di C. Per fare questo per ognuno di questi xi si fissa
un valore, il più possibile attendibile, ottenuto da precedenti osservazioni.
• osservazioni a priori, si cerca di eliminare la deficienza di rango, aggiun-
gendo informazione alla matrice C. In particolare si costruisce una matrice
diagonale CP semidefinita positiva con autovalori nulli o della forma 1/σi
e un vettore xP in cui inseriamo dei valori attendibili per i parametri xi;
i σi saranno le rispettive incertezze. In questo modo stiamo aggiungendo
delle osservazioni supplementari, che vanno a cambiare anche la funzione
target
Q(x) =
1
N +m
[(x− x∗) · CP (x− x∗) + ξT ξ].
e di conseguenza l’equazione normale al passo k-esimo (se siamo nel caso
non lineare) è:
[CP +BTB](xk+1 − xk) = −BT ξ + CP (xP − xk).
Se le incertezze sono abbastanza piccole allora la matrice CP ha degli
autovalori molto grandi lungo le direzioni deboli, i quali rendono CP +
BTB invertibile, per cui il metodo non si blocca.
Un risultato molto importante per scovare le deficienze di rango riguarda le
simmetrie del problema:
Definizione 12. Una simmetria esatta per un problema di determinazione
orbitale è l’azione di un gruppo G sullo spazio dei parametri incogniti, la quale
lascia invariati i residui
ξ(g[x]) = ξ(x) ∀g ∈ G.
Un gruppo di simmetria ad un parametro è un gruppo G parametrizzato da
un parametro s (cioè i suoi elementi possono essere espressi come g(s)); per
la teoria che segue aggiungiamo come ipotesi che la mappa (s,x) 7→ g(s)[x] è
differenziabile e che G non ha isotropia, cioè se per ogni azione con s 6= 0 vale
che g(s)[x] 6= x per ogni x. Un gruppo di simmetria locale a un parametro,
invece ha le stesse proprietà, ma in un intorno di 0 per s.
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Enunciamo ora il seguente risultato:
Proposizione 1. La presenza di d gruppi di simmetria ad un parametro indi-
pendenti implica una deficienza di rango di dimensione d.
Dimostrazione. Sia G uno dei gruppi di simmetria delle ipotesi, i cui elementi
g(s) sono parametrizzati da s. Prendiamo il vettore ∂g(s)[x]/∂s, esso per ipotesi
di non isotropia è diverso dal vettore 0.
Da una parte però le seguenti uguaglianze
∂ξ(s)[x]
∂s
=
∂ξ
∂x
∂g(s)[x]
∂s
= B
∂g(s)[x]
∂s
;
dall’altra il primo termine è uguale a 0 per ipotesi. Abbiamo così trovato un
vettore che soddisfa la definizione di deficienza di rango.
Lo stesso ragionamento può essere fatto per tutti gli altri gruppi di sim-
metria presenti nel problema, e per ipotesi di indipendenza avremo d direzioni
linearmente indipendenti per cui esiste una deficienza di rango.
Nella maggior parte dei problemi, dove gli effetti da considerare sono tanti,
le deficienze di rango non sono esatte, ma si può trovare un numero piccolo  > 0
per cui con le stesse notazioni di prima, preso v unitario in K, vale |Bv| ≤ .
Tali deficienze di rango sono dette approssimate.
Si può dimostrare che in tal caso d autovalori della matrice C sono minori
o uguali a 2; questo oltre a implicare un problema numerico una volta che si
cerca di invertire C, implica un problema sulla qualità della soluzione. Infatti
d autovalori della matrice di covarianza Γ hanno autovalori maggiori o uguali a
1/2, quindi d semiassi dell’ellissoide di confidenza maggiori 1/, che comporta
incertezze elevate lungo certe direzioni.
Come nel caso precedente si può dimostrare che le deficienze di rango ap-
prossimate sono legate a delle simmetrie, questa volta approssimate:
Definizione 13. Una simmetria approssimata è un’azione differenziabile di un
gruppo sullo spazio dei parametri incogniti, la quale cambia i residui di valori
dell’ordine O(), con  piccolo. Se abbiamo un gruppo di simmetria approssimata
ad un parametro vale che per ogni azione g(s) esiste un vettore a tale che
ξ(g(s)[x]) = ξ(x) + sa+ O(s2), a ∈ Rm, |a| = 1.
Aggiungendo di nuovo l’ipotesi di assenza di isotropia, si riesce a dimostrare
che l’esistenza di d gruppi a simmetria approssimata (con parametro ) indi-
pendenti implicano una deficienza di rango approssimata di dimensione d, dove
però il parametro di piccolezza non è più solo , ma un quantità dello stesso
ordine.
Generalmente quello che si fa in un problema di determinazione orbitale è
cercare prima delle simmetrie esatte del problema senza perturbazioni, succes-
sivamente si aggiungono queste ultime e si verifica se le simmetrie trovate sono
rimaste, almeno nella forma approssimata.
Sarà nostro interesse quando descriveremo un possibile processo di deter-
minazione orbitale cercare le simmetrie del problema, per poter scoprire le
deficienze di rango presenti e mostrare un metodo per eliminarle.
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5.2 Una visione generale di un possibile program-
ma di determinazione orbitale
Come vedremo nelle prossime sezioni, il possibile programma di determinazione
orbitale, che utilizzerà i dati di JUICE per effettuare le correzioni differenziali
e ottenere i parametri incogniti, può essere diviso nelle diverse dinamiche che
intervengono nel modello globale.
Di seguito ne diamo una descrizione preliminare e presentiamo una plausibile
linea di azione.
• Dinamica 1: descrive il moto dello spacecraft intorno al centro di massa di
Ganimede; nell’equazione di moto (5.1) si dovrà tenere conto del campo
gravitazionale del satellite galileiano, delle perturbazioni mareali dovute
ad altri corpi celesti, della marea solida di Ganimede e delle forze non
gravitazionali che agiscono sulla sonda.
• Dinamica 2: descrive il moto del centro di massa di Ganimede intorno al
baricentro del sistema di Giove (JSB); in questo caso l’equazione di moto
dovrà tenere conto del campo gravitazionale di Giove (oltre al monopolo,
soprattutto il termine J2) e la sua marea solida, le perturbazioni mareali
e anche gli effetti ulteriori che la relatività generale prevede rispetto alla
teoria newtoniana.
• Dinamica 3: descrive il moto di rotazione di Ganimede attorno al suo
centro di massa; le forze da considerare sono le stesse del punto prece-
dente e l’obiettivo è di calcolare con precisione la velocità angolare di
spin, l’inclinazione dell’asse di rotazione e i moti di precessione dovuti alle
perturbazioni gravitazionali.
• Dinamica 4: descrive il moto del centro di massa del sistema gioviano
intorno al baricentro del sistema solare (SSB). In questo caso i termini
da considerare sono il monopolo gravitazionale del Sole, più il termine J2
di quadrupolo, e le perturbazioni di tutti i pianeti (con l’aggiunta degli
asteroidi più massivi e Plutone).
• Dinamica 5: descrive il moto del centro di massa del baricentro del sistema
Terra-Luna (EMB) intorno al baricentro del sistema solare.
• Dinamica 6: descrive il moto del centro di massa della Terra intorno al
baricentro Terra-Luna.
• Dinamica 7: descrive la rotazione della Terra attorno al suo centro di
massa, necessaria per conoscere la posizione della base a terra che opererà
il tracking di JUICE.
Tra breve forniremo una descrizione delle Dinamiche 1, 2 e 4, mentre le altre
non saranno trattate in quanto, almeno per le Dinamiche 5, 6 e 7, possiamo
pensare che saranno affidate a programmi esterni che modelleranno tali moti:
per la dinamica 5 e 6 grazie a effemeridi precalcolate, prodotte per esempio
dal Jet Propulsion Laboratory (JPL), mentre per la 7 grazie ad un programma
esterno che modella la rotazione del nostro pianeta, con tutte le correzioni ne-
cessarie (per esempio IERS). Ciò è dovuto al fatto che è presumibile che una
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missione interplanetaria non riesca a migliorare i dati ottenuti già attraverso
altre missioni ed esperimenti.
Per quanto riguarda la Dinamica 3, i dati di JUICE saranno essenziali per
una sua risoluzione, utilizzando anche le immagini fotografiche che la sonda
raccoglierà e i dati del laser di altimetria. In questa tesi comunque non ce ne
occuperemo.
Notiamo che nonostante la Dinamica 1 sia stata presentata per prima, avre-
mo bisogno di risolvere, tramite il modello costruito, le altre sei, in quanto
abbiamo bisogno sia della posizione del centro di massa di Ganimede, sia della
posizione della Terra e dell’antenna per poter avere un modello accurato della
funzione osservazione.
Osservazione 13. Le varie dinamiche saranno calcolate in sistemi di riferimen-
to differenti; a causa di questo è necessaria una teoria relativistica accurata
che permetta di passare da un sistema all’altro. Senza di essa è impossibile
raggiungere le precisioni volute per la missione JUICE.
5.3 Dinamica di JUICE nel sistema ganimedo-
centrico
Come descritto nel Capitolo 2 lo spacecraft affronterà diverse fasi che lo porte-
ranno ad essere in zone diverse del sistema di Giove. In questa sezione ci foca-
lizzeremo sulla stima delle accelerazioni che la sonda subirà quando si troverà
intorno a Ganimede, con particolare attenzione quando essa sarà ad un’altezza
di 200 km.
La forza principale che JUICE risentirà sarà ovviamente il monopolo gravita-
zionale di Ganimede, ma per ottenere un modello accurato quanto la precisione
dei dati raccolti, dobbiamo considerare le perturbazioni più importanti agenti
sulla sonda.
Per costruire un modello utile per simulare le forze che risentirà la sonda
non basterà considerare le forze descritte (le quali saranno massimizzate rispetto
alla relativa parte angolare), ma sarà necessaria una descrizione geometrica e
posizionale accurata, ottenuta per esempio grazie alle effemeridi del JPL, alla
conoscenza dello stato dello spacecraft e ad una descrizione accurata delle forze
non gravitazionali.
5.3.1 Campo gravitazionale
Il campo gravitazionale di un corpo puntiforme, o a simmetria sferica, è già stato
descritto all’inizio di questa tesi, tramite la (3.1). Se invece consideriamo un
corpo non perfettamente sferico dobbiamo utilizzare una forma del potenziale
gravitazionale che tenga conto della distribuzione di massa.
Prendiamo un sistema di riferimento con origine nel centro di massa del
corpo e solidale ad esso, e su di esso delle coordinate sferiche, dove r è la distanza
dall’origine, θ la latitudine e λ la longitudine. Come mostrato nell’Appendice
D otteniamo l’espansione in armoniche sferiche per il potenziale gravitazionale
in un punto esterno di coordinate (r, θ, λ):
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U =
GM
r
∞∑
l=0
l∑
m=0
(R
r
)l
P lm(sin θ)[Clm cos (mλ) + Slm sin (mλ)], (5.12)
nella quale G è la costante di gravitazione universale, M la massa del corpo
celeste, R il suo raggio equatoriale, P lm le funzioni associate di Legendre nor-
malizzate. Notiamo che il termine con l = 0 è il monopolo gravitazionale GM/r,
come se il corpo fosse a simmetria sferica con massaM . Esso è il termine princi-
pale dell’insieme delle forze dell’equazione dinamica (5.1), con un’accelerazione
di circa 1.234 m/s2.
Le quantità Clm e Slm sono detti coefficienti armonici normalizzati e sono
delle quantità adimensionali, che descrivono l’armonica sferica corrispondente.
Tali coefficienti indicano la deviazione del potenziale gravitazionale dalla
simmetria sferica: fissato un grado l e un ordine m possiamo calcolare dove
il potenziale associato si annulla. Otterremo così dei valori di θ e di λ dove
l’armonica sferica Ulm è zero.
Da questi troviamo una suddivisione in paralleli e meridiani della superfi-
cie del pianeta, tramite la quale possiamo rappresentare la relativa armonica
sferica (vedi Figura 5.4). L’ordine di grandezza dei coefficienti armonici ci dice
quanto l’effetto che descrivono deforma il campo gravitazionale del corpo celeste
considerato.
Per esempio per l = 2 ed m = 0 otteniamo una suddivisione lungo due
paralleli il quale descrive l’effetto di schiacciamento ai poli (la cui forma associata
è quella di uno sferoide oblato), mentre per l = 3 em = 0 la superficie è percorsa
da tre paralleli dove il potenziale si annulla, che descrive la deviazione dalla
simmetria dei due emisferi (con la relativa forma a pera).
Figura 5.4: Esempi di alcune armoniche sferiche: a sinistra è raffigurata l’ar-
monica U6,0 (esempio di armonica zonale), in centro U9,9 (settoriale) e a destra
U16,9 (tesserale). Il rosso indica un campo locale maggiore, mentre il blu un
campo locale minore. Le immagini sono prese da http://icgem.gfz-potsdam.de
Ognuno dei parametri Clm e Slm produrrà un disturbo sul moto della
sonda, da aggiungere al monopolo gravitazionale. Essi saranno presenti sia
nell’equazione del moto, sia nella funzione di osservazione per il calcolo del
range-rate.
Un regola empirica valida per corpi solidi, dovuta a Kaula, afferma che più
l diventa grande, più il segnale delle singole armoniche di grado l è debole:
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|Clm| = |Slm| = K
l2
, (5.13)
dove K è una costante adimensionale da determinare per ogni singolo corpo
celeste; essa dipende dalla gravità superficiale, la quale si attesta a 1.4288 m/s2.
Per similitudine con la Luna (e considerazioni empiriche) possiamo fissare per
Ganimede un valore di circa 2 · 10−4.
E’ necessario perciò questa serie ad un certo l = lmax: da una parte per
una questione di sensibilità nelle osservazioni, dall’altra per limitare la lista dei
parametri x da dover calcolare. Per Ganimede si pensa di poter arrivare al
calcolo del suo campo gravitazionale fino alle armoniche di grado 10, in tutto∑
(2l + 1) = 121 parametri, dove uno è il termine di monopolo, definito dal
parametro GM .
Osservazione 14. Si può provare che se lo spacecraft non coprisse in maniera
uniforme la superficie del corpo celeste intorno a cui è in orbita durante il suo
moto e volessimo calcolare una buona quantità di armoniche sferiche, avremo
una deficienza di rango.
Poiché le armoniche sferiche di grado 1 sono legate al centro di massa c del
corpo celeste tramite le formule
C11 =
c1
R
, S11 =
c2
R
, C10 =
c3
R
,
se poniamo l’origine del nostro sistema di riferimento in c, allora esse spariscono
dal vettore dei parametri da considerare. In più, presa la matrice del momento
inerziale definita in tale sistema di riferimento, grazie alle formule
C20 =
1
MR2
(I11 + I22
2
− I33
)
, C22
1
4MR2
(I22 − I11),
C21 = − 1
MR2
I13, S21 = − 1
MR2
I23, S22 = − 1
2MR2
I12,
abbiamo un legame con le armoniche di grado 2. Prendendo un sistema di
riferimento dove la matrice I è diagonale (detto principale di inerzia), allora
i coefficienti C21, S21 e S22 sono nulli; possiamo così eliminare anch’essi dalla
lista dei parametri incogniti.
Osservazione 15. Per simmetria le incognite della matrice I sono 6, ma di questi
solo 5 sono vincolati da dati gravimetrici; questo implica che misurando solo il
campo gravitazionale di un corpo celeste, non è possibile risolvere tutti i 6 para-
metri inerziali. In particolare è necessario ottenere informazioni sulla rotazione
del corpo considerato, per esempio tramite le camere fotografiche installate sullo
spacecraft. Un parametro che possiamo ottenere in tale modo è il coefficiente di
concentrazione definito C/MR2, dove C è l’autovalore più grande della matrice
di inerzia.
Quante saranno le armoniche sferiche che JUICE riuscirà a calcolare? Per
una stima iniziale possiamo utilizzare la regola di Kaula (5.13); indicando con
J l,m =
√
C
2
l,m + S
2
l,m, fissato l, possiamo sommare su tutti gli m, ottenendo un
parametro
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σl =
l∑
m=0
J l,m '
√
2l + 1
K
l2
.
L’accelerazione complessiva può essere stimata
al = (l + 1)
GMRl
rl+2
σl.
Osservazione 16. Se m = 0 la quantità sin (mλ) è nulla per ogni λ; i coefficienti
Slm possono essere fissati a 0, in quanto non forniscono alcun contributo. Per
ogni l sono 2l+1 i coefficienti da considerare, come si può apprezzare nel calcolo
di σ. In più, se siamo in un sistema di riferimento con origine nel centro di massa
del corpo e principale di inerzia, allora il parametro J2,2 corrisponde C2,2.
La Figura 5.5 mostra le stime di tali accelerazioni fino al grado 30.
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Figura 5.5: Con i simboli ◦ abbiamo indicato le accelerazioni (asse verticale, in
scala logaritmica) subite dallo spacecraft a causa delle armoniche di grado l, ad
un’altezza di 200 km dalla superficie. Con + invece le stesse quantità, ma a 500
km di altezza.
Notiamo come a 500 km di altezza dalla superficie la sensibilità scende più
velocemente, in quanto il rapporto R/r è più piccolo (vedi di nuovo Figura 5.5).
5.3.2 Forze mareali
Riprendiamo la forma (3.4) del potenziale mareale che abbiamo trovato nel
Capitolo 3, dove la massa coinvolta è quella del corpo attrattore. Quest’ultimo
cambierà a seconda della perturbazione gravitazionale a cui siamo interessati.
In generale dobbiamo considerare tutti i corpi presenti nel sistema di Giove,
se non di tutto il Sistema Solare. In realtà la sensibilità delle osservazioni ci per-
mette di trascurare i contributi molto più piccoli dell’accuratezza che possiamo
raggiungere. Prendiamo in ordine i contributi di Giove, Io, Europa e Callisto
tramite la derivazione di (3.4) (con attenzione al cambio di notazione):
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at =
∂W
∂r
= 2
GMr
d3
,
dove con d indichiamo la distanza tra la sonda e il corpo celeste considerato. Tale
distanza non è fissa, nei risultati seguenti annoteremo sempre l’effetto massimo,
il quale occorre nei casi di congiunzione tra i corpi celesti, per i quali d è minima.
Per una descrizione quantitativa più dettagliata, per le accelerazioni dovute agli
altri satelliti galileiani, si faccia riferimento alla Figura 5.6.
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Figura 5.6: Nel grafico sono rappresentate le accelerazioni (asse verticale) di
disturbo gravitazionale dovute ad Io (in verde), Europa (in rosso) e Callisto (in
blu), in funzione del tempo (asse orizzontale in unità di ore). Al tempo 0 la
configurazione dei primi tre satelliti è come in Figura 4.1, mentre Callisto è
stato posizionato inizialmente ad una longitudine di pi/2 radianti.
Otteniamo così le seguenti accelerazioni (scritte in m/s2), per quando lo
spacecraft si troverà nella fase ad altezza pari a 200 km: la perturbazione dovuta
a Giove sarà di circa atJ = 5.8565 · 10−4, mentre per i satelliti galileiani avrà
effetto massimo rispettivamente at1 = 1.2387 · 10−7, at2 = 2.8555 · 10−7 e at4 =
7.5742 · 10−8.
A questo punto ci si potrebbe chiedere quali altri corpi dovremmo conside-
rare. Il Sole tra i rimanenti è quello che produce il contributo maggiore, pari
circa a 1.59 ·10−9 m/s2. Per quanto riguarda i satelliti di Giove facciamo prima
il conto con Amaltea, mentre per i pianeti del sistema solare prendiamo pri-
ma di tutto Saturno. L’accelerazione (sempre in m/s2) dovuta a Saturno vale
ats = 7.91 · 10−13, mentre per Amaltea atam = 6.48 · 10−13.
Già questi contributi sono molto piccoli, non vale la pena andare a cercare
altri corpi celesti da aggiungere nella lista.
In più un altro termine da considerare è la marea solida di Ganimede. Abbia-
mo già calcolato il potenziale associato, tramite le formule (3.8) delle armoniche
in cui l’abbiamo decomposto. Calcoliamo il modulo dell’accelerazione (massima)
dovuta all’armonica di grado 2:
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ast =
∂U2
∂r
= 3k2
GMJR
5
a3r4
' 8.9527 · 10−5 m/s2.
In tale calcolo abbiamo preso i valori della massa di Giove MJ , del raggio
di Ganimede R, del suo semiasse maggiore a e soprattutto un valore di k2 per
Ganimede pari a 0.147.
L’armonica di grado 3 comporta già un valore molto più piccolo, possiamo
perciò trascurare tale effetto. Non è infine necessario considerare maree solide
di altri corpi celesti agenti sullo spacecraft: esse infatti vanno come 1 fratto
la distanza dalla sonda alla quarta, una quantità troppo piccola perché con
l’accuratezza attuale di JUICE si possa rilevare tale contributo.
5.3.3 Relatività generale
Dalla teoria di Einstein della relatività generale, sappiamo che le masse defor-
mano lo spazio intorno a loro, facendo sì che i corpi vicini ad esse risentano
di questo campo e si muovano lungo geodetiche che si differenziano in misura
molto piccola, ma rilevabile, dalle traiettorie della teoria newtoniana.
Gli effetti ulteriori comportati dall’introduzione della teoria della relativi-
tà generale possono essere considerati come perturbazioni da aggiungere alla
dinamica newtoniana.
In questa tesi non accenneremo a tali effetti, che possono essere consultati per
esempio in [26], dove si utilizzano le approssimazioni di campi deboli e velocità
basse ed un formalismo con parametri postnewtoniani (vedi anche [37]).
Le perturbazioni che lo spacecraft subirà sono comunque proporzionali al
fattore (che indicheremo con Ganimede relativistico)
GMG
r2
GMG
c2r
= 4.7901 · 10−11 m/s2,
il quale ci fornisce un’idea degli ordini di grandezza delle accelerazioni.
5.3.4 Forze di natura non gravitazionale
Oltre alle forze gravitazionali e a quelle che derivano da esse (mareali), biso-
gna considerare una lista di effetti di natura differente. In questo paragrafo
daremo una veloce descrizione di ognuno di essi, mettendo in risalto alcune
caratteristiche da tenere attentamente in considerazione.
Esse sono importanti, in quanto nonostante il loro effetto sia molto picco-
lo, possono far variare la posizione dello spacecraft in maniera quadratica nel
tempo. Di conseguenza se vengono tralasciate nel modello, possono logorare la
precisione dell’orbita di JUICE.
Gli effetti sono suddivisi in periodici e secolari : i primi hanno una media
pari a 0 lungo un periodo comparabile con quello orbitale della sonda, i secondi
invece non sono periodici o hanno un periodo molto maggiore rispetto a quello
di riferimento di JUICE.
Gli effetti periodici possono essere trascurati nel modello, se considerato un
lasso di tempo proporzionale a quello orbitale, in quanto il loro effetto comples-
sivo è all’incirca 0; mentre per quanto riguarda gli effetti secolari bisogna fare
particolarmente attenzione, essi infatti anche se sono piccoli con il passare del
tempo possono cambiare l’orbita in maniera significativa.
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Figura 5.7: Il riferimento orbitale per un corpo orbitante intorno a Ganimede;
l’angolo ν indica l’anomalia vera.
Prendiamo un sistema di riferimento orbitale per lo spacecraft (la cui po-
sizione rispetto al centro di Ganimede indichiamo con x), cioè definito dai tre
versori: radiale rˆ = x/r, fuori dal piano orbitale wˆ = j/|j| (con j il momento
angolare per unità di massa) e trasversale tˆ. Possiamo esplicitare le componenti
della forza perturbatrice F in questo sistema:
R =
F
m
· rˆ, T = F
m
· tˆ, W = F
m
· wˆ.
La corrispondente variazione di energia causata da F vale (indicando con ν
l’anomalia vera):
dE
dt
=
GM
|j| [T + e(R sin ν + T cos ν)],
la quale, per eccentricità piccole, implica una variazione nel semiasse maggiore
(e del moto medio della sonda), pari a
da
dt
=
2
n
T + O(e),
dove il secondo addendo del membro di destra contiene i termini proporzionali
oltre che a , anche ad e.
Tramite la classica equazione che lega il semiasse maggiore a con il moto
medio, otteniamo la variazione per quest’ultimo:
dn
dt
= −3n
2a
da
dt
= −3T
2a
+ O(e).
Dividiamo la componente T in due contributi: uno a corto periodo e uno
secolare T = Tsp + T ; dalla variazione del moto medio ricaviamo la variazione
nella longitudine media
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dλ
dt
= n+ O(e), a
d2λ
dt2
= −3T + O(e) + P(t)O() + O(2).
Riguardo la formula precedente, si può dimostrare che la funzione P(t) è
periodica, di periodo circa il periodo orbitale della sonda. La variazione lineare
lungo l’orbita si può scrivere
a(t)∆λ(t) = a(t)(λ(t)− λ0 +n0t) = −3T
2
t2 +P1(t)O() +O(e) +O(
2), (5.14)
al cui interno spicca un effetto quadratico nel tempo, dovuto proprio alla parte
secolare della perturbazione. La funzione P1(t) è ancora una funzione periodica
con periodo simile a quello orbitale.
Modellare in maniera accurata le forze non gravitazionali è un’impresa tut-
t’altro che facile e in questa tesi cercheremo di dare solo un’idea del problema,
senza entrare troppo nei dettagli. Un metodo per accantonare questo fenome-
no è aggiungere ai parametri da determinare T , trattandola per esempio come
accelerazione anomala da aggiungere senza modellarla in alcun fenomeno fisico
e capire successivamente il perché della sua presenza. Nella sezione successi-
va presenteremo una possibile alternativa per JUICE, intanto enunciamo una
proposizione che ci permette di tenere a bada in una certa misura gli effetti
secolari.
Proposizione 2. Prendiamo un corpo che percorre un’orbita ellittica e sup-
poniamo che sia soggetto ad una forza di disturbo F(t) costante, uguale a un
vettore fisso F. L’effetto secolare T è nullo.
Il risultato precedente è molto semplice da verificare nel caso di un’orbita
circolare, è comunque interessante come valga anche nel caso di eccentricità
diversa da 0.
Di seguito descriveremo brevemente le varie forze non gravitazionali e gli
effetti secolari che essi esercitano sull’orbita della sonda.
Una fonte luminosa esercita una pressione, la cosiddetta pressione di radia-
zione, sul corpo illuminato. Tale forza può essere scomposta in due direzioni, la
normale alla superficie nˆ e la direzione da cui giungono i raggi luminosi sˆ; indi-
cheremo con β l’angolo tra i due versori. La forza dipenderà dai tre coefficienti
α di assorbimento, ρ di riflessione e δ di diffusione, coi quali possiamo suddivi-
dere l’intero ammontare della luce che colpisce la sonda. Preso un elemento di
superficie dS, possiamo scrivere tale forza nel seguente modo
dFr = −Φ
c
[(α+ δ) cosβsˆ+ (
2
3
δ + 2ρ cosβ) cosβnˆ]. (5.15)
Alla distanza a cui si trova il sistema di Giove la pressione Φ/c, dove Φ è
l’intensità della radiazione solare, è stimata circa 3.4 ·10−7 Pascal, quindi l’effet-
to sullo spacecraft è abbastanza piccolo; per ottenere l’accelerazione associata
dobbiamo moltiplicare per l’area illuminata A, che per semplicità consideriamo
comprendere solo i pannelli solari, i quali per massimizzare l’energia catturata
saranno sempre ruotati verso la sorgente luminosa, e dividere per la massa della
sonda m:
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ar =
Φ
c
A
m
= 5.1 · 10−9.
Dalla Proposizione 2 saremmo tentati di dire che gli effetti secolari sono
nulli; in realtà possono comparire per due motivi: l’intensità non è costante in
quanto dipende dalla distanza dal Sole, che varia sia per l’eccentricità dell’orbita
di Giove, sia per il moto di JUICE. Quest’ultimo però non dovrebbe crearci
problemi, grazie alla simmetria sferica dell’intensità, rivelandosi un fenomeno a
corto periodo. Il primo, invece, ha un periodo di circa 11 anni, molto più lungo
di quello di riferimento; ciò può essere causa di una perturbazione secolare, che
sarà comunque solo una piccola frazione della forza totale (possiamo per esempio
considerarla un cinquantesimo dell’effetto istantaneo e limitarla superiormente
con un valore pari a 10−10 m/s2).
Oltre al Sole un’altra fonte luminosa, e quindi un’altra sorgente di perturba-
zione per lo spacecraft, è la luce riflessa dai vari corpi celesti; orbitando intorno
a Ganimede, JUICE risentirà della radiazione riflessa dal satellite. La luce che
colpisce lo spacecraft è tutta quella non assorbita dalla superficie e riemessa, ed
è facilmente calcolabile tramite il coefficiente di albedo 1− αG ' 0.43 (secondo
i dati del JPL).
Avremo un’accelerazione pari in modulo a
aa = (1− αG)ΦA
cm
R2
r2
= 1.9 · 10−9,
dove il termine R2/r2 è il rapporto di aree dovuto al flusso di radiazione che
lascia la superficie del pianeta.
Osservazione 17. Ovviamente il coefficiente di assorbimento, e così l’albedo, non
può descrivere l’intera superficie di un corpo celeste, ma dipenderà localmente
dal tipo di materiale presente. Grazie all’altimetro laser JUICE sarà in grado
di ottenere un perfezionamento di tale valore.
In questo caso la forza è praticamente tutta in direzione radiale, conseguen-
temente non porta a variazioni del semiasse maggiore quadratiche nel tempo .
Una piccola frazione trasversale della forza, dovuta ad una possibile non sim-
metria della forza, come sappiamo si può dividere in effetti a corto periodo e
secolari. Il fatto che l’albedo non sia costante lungo la superficie fa sì che de-
gli effetti secolari possano occorrere lungo l’orbita, in quanto in alcune zone
l’accelerazione causata sarà maggiore rispetto ad altre.
Un’altra forza di natura non gravitazionale da considerare è l’emissione ter-
mica dello spacecraft stesso: una volta che il calore viene assorbito dalla sonda
esso viene irraggiato secondo la classica legge di Lambert; sia di nuovo dS un
elemento di superficie, la forza corrispondente è
dFi = −2εσT
4
3c
dSsˆ.
Le quantità riportate sopra sono: ε il coefficiente di emissione (il quale dipen-
de dal materiale), σ = 5.67 ·10−5 W/(m2K4) è la costante di Stefan-Boltzmann,
T la temperatura in Kelvin, c la velocità della luce. Per forme molto semplici
possiamo calcolare l’accelerazione subita dallo spacecraft mediante la seguente
formula:
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ai =
4
9
α
ΦA
cm
∆T
T
' 3.85 · 10−10
Dove α è il coefficiente di assorbimento relativo ai pannelli solari (circa
0.85), T la temperatura raggiunta dallo spacecraft e ∆T la sua variazione. Poi-
ché nei pressi di Giove la temperatura è stimata intorno ai 150 gradi Kelvin,
consideriamo la frazione ∆T/T pari circa a 0.2.
Per l’emissione termica esiste un relativo effetto secolare sulla variazione del
semiasse maggiore a, denominato effetto di Yarkovsky. Se lo stato termico della
sonda (o dell’oggetto considerato) rimane costante la parte secolare T sarebbe
nulla, ma tale condizione può non valere a causa di alcuni fenomeni astronomici.
L’effetto stagionale di Yarkovsky è dovuta alla posizione del corpo rispetto
al Sole, la quale cambia sia per distanza che per latitudine a causa per esempio
dell’eccentricità dell’orbita e dell’inclinazione rispetto all’equatore del Sole. In
particolare il posizionamento dell’asse di rotazione di un oggetto (in generale
dovuto al fatto che l’asse di spin e il momento angolare non sono paralleli) può
portare ad uno stato termico differente in zone diverse del corpo
Esiste anche un effetto diurno, dovuto al ritardo tra la massima temperatura
e la massima illuminazione.
Per ultimo osserviamo che per quanto descritto nel Capitolo 2, Ganimede
possiede una leggerissima atmosfera (grazie alla radiolisi che libera una certa
quantità di gas dalla superficie), la quale è causa di attrito lungo il moto dello
spacecraft. Non è semplice calcolare la magnitudine di questa forza, in quanto
è necessaria la conoscenza della densità ρ dei gas presenti. Sulla superficie di
Ganimede la densità di O2 è stimata all’ordine di 10−8 g/m3. Più ci allonta-
niamo dal suolo, più l’atmosfera si fa rarefatta; fissando un valore ragionevole
per la densità di 10−14 g/m3 a 200 km di altitudine, e di 10−16 g/m3 a 500
km, possiamo stimare l’effetto nel caso di JUICE. Vediamo nel caso ad altezza
minore:
Fv = −1
2
CDAρ|v|v,
il coefficiente CD è il coefficiente aerodinamico, che possiamo fissare a 2; poiché
la velocità si calcola facilmente tramite v '√GM/r = 1.87 km/s otteniamo la
seguente accelerazione av = Fv/m = 7 · 10−10 m/s2.
Essendo l’orbita circolare, l’effetto della forza sarà totalmente (o quasi se
considerate piccole deviazioni) trasversale, in quanto nella stessa direzione della
velocità dello spacecraft. L’intero effetto si accumulerà in maniera quadratica
col tempo.
5.4 Dinamica di Ganimede e di JSB
Come vedremo nella prossima sezione, nel vettore di stato saranno presenti
anche la posizione e la velocità di Ganimede; è necessario avere un modello per
le accelerazioni che il satellite risentirà.
Le forze considerate sono le stesse del caso dello spacecraft e di seguito ne
diamo una lista riassuntiva:
• il monopolo gravitazionale di Giove, il quale è l’accelerazione che comanda
il moto di Ganimede, con un valore di circa 0.1107 m/s2;
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Figura 5.8: Nel grafico sono rappresentate le accelerazioni (asse verticale) di
disturbo gravitazionale dovute ad Io (in verde), Europa (in rosso) e Callisto (in
blu), in funzione del tempo (asse orizzontale in unità di ore). Al tempo 0 la
configurazione dei primi tre satelliti è come in Figura 4.1, mentre Callisto è
stato posizionato inizialmente ad una longitudine di pi/2 radianti.
• Le accelerazioni mareali dovute agli altri tre satelliti galileiani Io, Europa
e Callisto, per il calcolo delle quali useremo la formula (4.2). La Figura 5.8
mostra come variano i loro effetti a seconda della loro posizione; i valori
massimi sono comunque (in m/s2) a1 = 4.77 · 10−5, a2 = 2.72 · 10−5 e
a4 = 8.84 · 10−6. Notiamo che la presenza di Io, nonostante sia il meno
massivo, perturbi maggiormente l’orbita di Ganimede; questo perché la
parte indiretta è maggiore nel caso di Io rispetto a quello di Europa e
Callisto, in quanto il primo dei satelliti galileiani è il più vicino a Giove.
• Oltre alle accelerazioni mareali dei satelliti medicei, è rilevante anche la
marea dovuta al Sole, pari circa a 6.02 · 10−7 m/s2. Inoltre potrebbe
essere necessario considerare quelle dovute ad altri satelliti di Giove, tra
cui Amaltea e Tebe, i cui valori massimi sono rispettivamente 4.41 · 10−9
e 2.17 · 10−9 m/s2; peraltro di un ordine di grandezza maggiore della
perturbazione dovuta a Saturno di 2.99 · 10−10.
• La marea solida di Giove, considerando il valore del numero di Love fissato
a k2 = 0.5, comporta un’accelerazione di circa 2.13 · 10−7 m/s2.
• Le armoniche sferiche di Giove: conosciamo il valore per J2 e così la relati-
va accelerazione di circa 2.149 · 10−5 m/s2. Notiamo che in questo caso le
accelerazioni relative alle armoniche scendono molto velocemente; poiché
J3 (il cui valore è attestato circa a 4.4 ·10−6) e J4 (circa 5.8 ·10−4) portano
ad effetti molto piccoli, rispettivamente un’accelerazione pari a 5.7·10−11 e
6.2·10−9 m/s2, è necessaria una simulazione per avere un’idea del rapporto
segnale rumore di questi due termini.
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• I termini relativistici dovuti alla teoria della relatività generale, che si
aggiungono al problema newtoniano; il cosiddetto parametro Giove rela-
tivistico, il quale fornisce una stima di tali effetti, ha un valore di circa
1.45 · 10−10 m/s2.
• Le forze di natura non gravitazionale possono essere trascurate, in quanto
il loro valore è molto più piccolo rispetto a quello delle forze considera-
te. Infatti il parametro A/M per un satellite naturale o un pianeta è
molto elevato; per Ganimede vale 2.93 · 10−10 m2/kg. Avremo un valore
istantaneo per l’accelerazione dovuta alla pressione di radiazione solare
pari circa a 9.9789 · 10−17 m/s2. Anche considerando questo effetto total-
mente secolare, l’errore sulla posizione dopo 66 giorni è dell’ordine di un
millimetro.
Un modello per l’equazione di moto di Ganimede dovrà tenere conto di tutti
quegli effetti che possono essere rilevanti per raggiungere la precisione voluta
sull’orbita.
Per l’equazione di moto del baricentro del sistema di Giove, invece, dovrem-
mo considerare un problema degli N + 1 corpi, con formulazione relativistica,
aggiungendo i vari termini che possono intervenire con una certa importanza,
come quello dovuto al coefficiente J2 del Sole.
5.5 Un processo di determinazione orbitale per
JUICE
Nelle sezioni precedenti abbiamo descritto gli elementi che compongono un pro-
blema di determinazione orbitale; vogliamo ora mostrare come applicare una
tale teoria al caso di JUICE.
E’ necessari introdurre i dati che si otterranno dalla missione tramite il
tracking dello spacecraft, esplicitare quali sono i termini da considerare nell’e-
quazione di moto (5.1), curare le eventuali deficienze di rango e infine descrivere
una possibile linea di azione da adottare.
5.5.1 Range e range-rate di JUICE
Come abbiamo già accennato i dati raccolti dalla missione JUICE, tramite gli
esperimenti di radioscienza, sono di tipo range ρ, cioè distanza tra la base a
Terra e la sonda, e di tipo range-rate ρ˙, cioè di variazione del range.
Tali misure sono eseguite grazie alle onde radio in banda Ka e X trasmesse
e rimbalzate dallo spacecraft. Nel vuoto esse avrebbero una velocità pari a
quella della luce c, ma a causa del plasma interplanetario, esse subiscono un
effetto di rifrazione, che le porta ad una velocità effettiva ceff minore di c. Il
fatto di usare diverse frequenze permette di vincolare la densità interplanetaria
e quindi di calcolare ceff : infatti l’indice di rifrazione n = c/ceff è inversamente
proporzionale alla frequenza f (perciò minore nel caso di onde in banda Ka)
n =
√
1− k
f2
,
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Figura 5.9: Raffigurazione del sistema Terra-Luna, dal quale parte il segnale al
tempo tt e viene ricevuto al tempo tr, e del sistema Giove-Ganimede, dove il
segnale viene recepito e rimandato dalla sonda al tempo tb. L’immagine non è
in scala, né rappresenta la vera disposizione dei corpi.
dove k è indice della densità del plasma. Due misure permettono di vincolare
tale quantità e diminuire l’incertezza dei dati.
Le precisioni prospettate per il range e il range-rate sono rispettivamente 20
cm e 3 micron/s per integrazione di 1000 secondi.
Il dato osservabile range è calcolato, conoscendo la velocità e il tempo in cui
l’onda radio arriva alla sonda e ritorna alla base, dalla formula:
ρ = ceff∆t/2.
Il modello con cui andremo a predire il risultato del range ha diverse sotti-
gliezze da tenere in considerazione. Ricordiamo inizialmente che per una missio-
ne spaziale interplanetaria nel sistema di Giove, a circa 5.2 unità astronomiche
dal Sole, i segnali radio impiegano una quarantina di minuti per arrivare dalla
base alla sonda.
I tempi da considerare sono tre: il tempo di trasmissione del segnale tt, il
tempo di rimbalzo del segnale da parte dello spacecraft tb e il tempo di ricevi-
mento a Terra del segnale di ritorno tr. Con riferimento allo schema presentato
in Figura 5.9, avremo bisogno di sei vettori per calcolare il vettore range: xsc
va dal centro di massa di Ganimede allo spacecraft, xga dal baricentro del si-
stema di Giove (JSB) a Ganimede, xjsb dal baricentro del sistema solare (SSB)
a JSB, xemb da SSB al baricentro del sistema Terra-Luna (EMB), xea da EMB
al centro di massa della Terra e infine xant dal centro di massa della Terra alla
posizione della base sulla superficie del nostro pianeta.
ρ = |ρ| = |(xjsb + xga + xsc)− (xemb + xea + xant)|. (5.16)
Di seguito indicheremo con xjgs il vettore all’interno della prima parentesi e
con xeea quello nella seconda.
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Figura 5.10: Addendi da aggiungere al range dovuti al ritardo del segnale radio
(effetto Shapiro). Nel primo grafico è rappresentato l’effetto Shapiro dovuto alla
massa del Sole: notiamo come il valore minimo sia circa 5 km, mentre il picco
di massimo è di circa 40 km, raggiunto la Terra e Giove sono in opposizione
rispetto al Sole (notiamo che però quest’ultimo caso non si presenterà durante
i 132 giorni di tracking). A destra invece consideriamo la deformazione dovuta
a Giove, il cui picco per il ritardo del segnale è di circa 50 m (quando la Terra
e Ganimede sono in opposizione rispetto a Giove).
Un effetto aggiuntivo da considerare è l’effetto Shapiro di ritardo del segnale
radio, dovuto alla deformazione dello spazio-tempo da parte sia di Giove che del
Sole. Esso in approssimazione 1 PN (grado 1 postnewtoniana) è della forma:
S(γ) =
(1 + γ)GM
c2
ln
(rt + rr + r
rt + rr − r
)
. (5.17)
La massaM appartiene al corpo che origina il campo gravitazionale, il para-
metro γ è uno dei parametri post-newtoniani, il quale misura la curvatura dello
spazio tempo; in relatività generale il suo valore è pari a 1. Con rr = |r(tr)|
ed rt = |r(tt)| indichiamo, rispettivamente, la distanza tra il centro di mas-
sa di Giove (o del Sole) del ricevitore e del trasmettitore; la quantità r invece
corrisponde a |r(tr)− r(tt)|.
Notiamo che entrambi gli effetti devono essere considerati, in quanto nono-
stante quello dovuto a Giove sia molto minore di quello del Sole, è comunque
di diversi ordini di grandezza maggiore della sensibilità degli osservabili di tipo
range.
Avremo così due misure, a seconda se consideriamo il viaggio di andata
(uplink) o di ritorno (downlink) del segnale; nel primo caso il vettore xeea sarà
preso al tempo tt, nel secondo al tempo tr.
ρdo(tr) = |xjga(tb(tr))− xeea(tr)|,
ρup(tr) = |xjga(tb(tr))− xeea(tt)|.
A queste due equazioni sono associate le due misure di predizione (dove S
contiene entrambi gli effetti di Shapiro, solare e gioviano)
ceff (tr − tb) = ρdo + Sdo,
ceff (tb − tt) = ρup + Sup.
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I tempi tb e tt sono in funzione del tempo di ricevimento, e sono ottenibili
tramite un metodo iterativo di ricerca degli zeri (per esempio il metodo di New-
ton) applicato alla funzione (5.16). Come abbiamo già accennato in precedenza,
osserviamo che alcuni vettori della formula (per esempio la posizione della Ter-
ra) saranno calcolati da effemeridi pre-calcolate dalle quali il programma di
determinazione orbitale attingerà i dati, mentre altri (per esempio la posizione
di Ganimede) saranno calcolati attraverso il modello costruito per JUICE.
Per convenzione la misura di range ρ sarà posta uguale a
ρ =
1
2
(ρdo + Sdo + ρup + Sup).
Osservazione 18. I vettori necessari per il calcolo del range tramite la formu-
la (5.16) non sono calcolati tutti nel sistema di riferimento baricentrico, ma xga
è ottenuto nel sistema di riferimento con origine nel centro di massa del sistema
di Giove, xsc nel sistema ganimedocentrico e xant nel sistema geocentrico. E’
necessaria una trasformazione tra tali sistemi di riferimento a quello del baricen-
tro del sistema solare: in un contesto newtoniano questo è molto semplice, ma
in una notazione relativistica questo è molto più complicato, in quanto anche
il tempo è coinvolto in tali trasformazioni. In questa tesi non presenteremo i
particolari di questo aspetto, evidenziamo comunque il fatto che i tempi dei vari
sistemi di riferimento considerati non sono gli stessi (il tempo in relatività non
è assoluto).
Per la misurazione dell’osservabile range-rate invece si utilizza la variazione
di frequenza dovuta all’effetto Doppler. L’allontanamento dello spacecraft dalla
base a Terra infatti implica una diminuzione della frequenza delle onde radio
ricevute, mentre un avvicinamento implica un aumento della stessa quantità.
La formula classica dell’effetto Doppler è:
f − f0
f0
= − ρ˙
ceff
. (5.18)
Abbiamo indicato con f0 la frequenza dell’onda radio partita dalla Terra ed
f quella arrivata allo spacecraft. Una volta ricevuto il segnale, il transponder
montato sulla sonda lo rimodula attraverso una frazione prossima ad 1, per poi
rimandare il segnale a Terra.
Anche la predizione del range-rate tramite il modello costruito per JUI-
CE, come nel caso del calcolo del range, necessita di un’equazione della forma
di (5.16) (derivata temporalmente rispetto al tempo di ricevimento) e di correzio-
ni di tipo relativistico. Tra questi citiamo l’effetto Shapiro per le velocità, la cui
formula è più complicata rispetto a quella per il range (5.17), ed è consultabile
in [34].
5.5.2 Metodo multiarco vincolato
Una possibilità per affrontare un problema di determinazione orbitale è dividere
le osservazioni in k archi ; un esempio immediato di suddivisione è possibile
tramite il tempo: ogni arco conterrà le osservazioni di un certo intervallo di
tracking (ore o giorni).
In questo modo i parametri incogniti x sono suddivisi in due insiemi prin-
cipali: i parametri globali g e i parametri locali l. I primi comprendono tutte
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le quantità che intervengono in ognuno degli archi considerati, mentre i secondi
sono parametri caratteristi dei singoli archi.
Il vettore l comprende al suo interno k vettori li, con i = 1, ..., k corrispon-
dente all’arco associato. Poiché le osservazioni sono suddivise in archi anche il
vettore dei residui ξ sarà spezzato in k vettori ξi.
Non influenzando i parametri locali di un arco le osservazioni di un arco
differente, la sottomatrice Clilj (i 6= j) della matrice normale è nulla:
Clilj = B
i
liB
j
lj
=
∂ξi
∂li
∂ξj
∂lj
= 0.
La partizione a blocchi della matrice C risulta perciò:
C =

Cgg Cgl1 Cgl2 . . . Cglk
Cl1g Cl1l1 0 . . . 0
Cl2g 0 Cl2l2
. . .
...
...
...
. . . . . . 0
Clkg 0 . . . 0 Clklk
 .
L’equazione (5.8), può essere riscritta in questo modo{
Cgg∆g + Cgl∆l = Dg
Clg∆g + Cll∆l = Dl
Dalla seconda equazione possiamo esplicitare il contributo dei parametri lo-
cali e, essendo la matrice Cll diagonale a blocchi, esprimere la differenza relativa
ai singoli vettori lj :
∆lj = C
−1
lj lj
(Dlj − Cljg∆g). (5.19)
Successivamente sostituendo tali soluzioni all’interno della prima equazione
del sistema si ottiene per i parametri globali:
∆g = [Cgg −
n∑
j=1
CgljC
−1
lj lj
Cljg]
−1Dg −
n∑
j=1
CgljC
−1
lj lj
Dlj .
Un approccio di questo genere da una parte aumenta i parametri da cal-
colare, in quanto per ogni arco bisogna calcolare le condizioni iniziali (dato da
un certo tempo ti interno all’arco) per posizione e velocità dello spacecraft si
e s˙i (6 elementi). Dall’altra diminuisce il tempo coinvolto nella determinazione
orbitale; perciò alcuni effetti perturbativi, che in sé hanno accelerazioni piccole
ma portano a perturbazioni quadratiche nel tempo, possono essere trascurati.
In questo modo ogni arco avrà una sua condizionale iniziale e un’orbita
ottenuta grazie al flusso integrale. Per ottenere maggiori informazioni e avere
un vincolo più forte utilizziamo il fatto che questi archi non sono completamente
indipendenti. Infatti le orbite considerate sono quelle dello spacecraft, che quindi
nella finestra di buio devono raccordarsi. L’idea è di cercare di minimizzare non
più solo i residui, ma anche le discrepanze tra archi adiacenti.
Ciò è formalizzato in [1]; definiamo le seguenti quantità:
dj,j+1 = Φ
tjc
tj+10
(yj+10 )− Φt
j
c
tj0
(yj0);
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tali vettori di discordanza indicano quanto sono lontane le due orbite della sonda
relative agli archi j e j+1 al tempo di raccordo tjc. Vorremmo che per ogni j esso
fosse il vettore nullo; l’idea è di aggiungere tali quantità alla funzione target,
in modo che tramite il principio dei minimi quadrati oltre che a minimizzare i
residui si riducano anche dj,j+1.
La nuova funzione sarà
Q(ξ) =
1
m+ 6(k − 1)
m∑
i=1
ξ2i +
1
η
1
m+ 6(k − 1)
k−1∑
j=1
dj,j+1 · Cj,j+1dj,j+1. (5.20)
Ci sono due possibilità per definire η, detto parametro di penalità, e la matrice
Cj,j+1; esponiamo qui il primo, il secondo può essere ritrovato in [1].
L’approccio che consideriamo è detto internamente vincolato e consiste nel
prendere η = 1 e Cj,j+1 = Γ−1c , dove Γc = (Cj)−1 + (Cj+1)−1 è la matrice di
covarianza associata alle variabili dj,j+1. Le matrici Cj sono le matrici normali
relative ai vettori y0 , propagate fino al tempo tjc.
Osservazione 19. In generale i vettori dj,j+1 possono dipendere, oltre che dai
parametri globali globali e da quelli locali, da altri parametri, che possiamo
indicare con lej,j+1, i quali descrivono effetti presenti solo nei periodi d’ombra
tra i vari archi. Tali fenomeni possono essere, come in effetti è descritto in [1],
delle manovre che lo spacecraft effettuerà al di fuori degli archi, in modo da non
intaccare i valori dei residui.
Per quanto riguarda la missione JUICE gli archi considerati dipenderanno
dalle finestre di tempo in cui Ganimede è osservabile dalla base a Terra scelta
per il tracking. E’ previsto che lo spacecraft sarà osservabile 8 ore al giorno,
implicando dei periodi di buio di 16 ore tra gli archi; questo è dovuto alla
rotazione terrestre che non permette di tenere un contatto fisso tra stazione e
sonda. In più anche durante le finestre di osservazione il tracking sarà interrotto
a causa del passaggio di JUICE dietro al disco di Ganimede e dell’intromissione
di Giove e degli altri satelliti galileiani.
Possiamo pensare di avere un centinaio di archi di circa 8 ore l’uno per la
parte di missione a 500 km di altezza dalla superficie e una trentina per l’ultima
fase a 200 km.
Prendiamo per esempio un’insieme di osservazioni di JUICE di 8 ore. Ab-
biamo stimato che gli effetti secolari coinvolti sono maggiorati da 10−10 m/s2;
l’effetto sulla posizione, lungo un lasso di tempo di ∆t/2 = 4 ore (poiché il tempo
iniziale sarà al centro dell’intervallo temporale di osservazione), sarà dell’ordine
3
2
T∆t2 ' 0.03,
cioè di 3 centimetri. Tale valore è al di sotto, della precisione che si vuole
raggiungere sulla posizione di JUICE.
5.5.3 Deficienze di rango e loro cura
Se cercassimo a questo punto di applicare le correzioni differenziali descritte in
precedenza avremo dei problemi causati dalle deficienze di rango, le quali ci
rendono impossibile, o comunque mal condizionata, l’inversione della matrice
normale C.
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Figura 5.11: Il gruppo di rotazione intorno al raggio vettore R; in questo caso
solo lo spacecraft subisce l’azione di rotazione.
In particolare è presente una deficienza di rango nel calcolo dell’orbita dello
spacecraft; essa è associata alla classica simmetria di un problema di determi-
nazione orbitale attorno ad un pianeta diverso da quello dal quale si osserva.
Prendiamo infatti il gruppo di rotazioni attorno all’asse R (che va dal centro
della Terra a quello di Ganimede), dove lasciamo fisso Ganimede (che conside-
riamo o puntiforme o a simmetria sferica), e ruotiamo solo la posizione dello
spacecraft.
θ ∈ [0, 2pi], g ∈ SO(2), (g(θ), (s, s˙)) 7→ g(θ)[s, s˙]
I dati di tipo range e range-rate rimangono immutati, lo stesso vale per la
dinamica, grazie alla simmetria del campo gravitazionale di Ganimede.
Prendendo il sistema reale, la simmetria non è più esatta; infatti la non
perfetta simmetria del campo gravitazionale di Ganimede, data per esempio dal
parametro J2, comporta un cambiamento nella dinamica e quindi nei residui.
Esso corrisponderà al piccolo parametro .
E’ necessario curare tale deficienza di rango. Da [25] sappiamo che tale defi-
cienza corrisponde all’impossibilità di vincolare una delle coordinate kepleriane,
Ω, che ricordiamo essere la longitudine del nodo ascendente. Possiamo utilizza-
re delle osservazioni a priori, per cui, grazie all’analisi di missione, fissiamo un
certo valore di Ω e una relativa incertezza di qualche grado.
In questo modo il problema di determinazione orbitale è risolvibile mediante
correzioni differenziali.
Osservazione 20. Essendo l’orbita di JUICE polare, lo spacecraft sorvolerà la
maggior parte della superficie di Ganimede in maniera uniforme; se il numero
di armoniche da calcolare rimane ragionevole, non dovrebbero essere presenti
deficienze di rango a causa del campo gravitazionale.
5.6 Linea di azione e risultati prospettati
Concludiamo il capitolo riassumendo brevemente quale potrebbe essere il modo
con cui lavorerà il programma di determinazione orbitale
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Tramite i modelli costruiti per le dinamiche dalla 2 alla 7 descritte prece-
dentemente, riusciremo da una parte ad ottenere la posizione e la velocità del
centro di massa di Ganimede, nonché il suo stato di rotazione, dall’altra le stesse
quantità per l’antenna a terra.
Le soluzioni delle varie dinamiche saranno suddivise in k archi della lun-
ghezza di circa 8 ore l’uno, in modo da poter poi usare un metodo multiarco
per lo studio della dinamica 1 dello spacecraft. Poiché inizialmente ogni arco
è considerato a parte, tale processo può essere effettuato in maniera paralle-
la dal programma. Verranno poi calcolati i residui sottraendo ai dati range e
range-rate di JUICE (o creati tramite un simulatore) le stesse quantità ottenute
però tramite la funzione osservazione. Sarà così possibile iniziare il processo
di correzione differenziale volto a minimizzare i residui. Oltre a questi ultimi
abbiamo visto che nel processo di minimizzazione aggiungeremo anche i vettori
di discrepanza.
Alla fine, se non ci saranno ulteriori problemi causati dalle deficienze di
rango, il programma restituirà i valori dei parametri incogniti con le relative
incertezze all’interno della matrice di covarianza. In particolare siamo interessati
ad ottenere:
• un modello per il campo gravitazionale di Ganimede (fino al grado 10) e
il valore del parametro k2;
• posizione e velocità del centro di massa di Ganimede;
• posizione e velocità del baricentro del sistema di Giove;
• i coefficienti J2 e k2 di Giove.
Quello che rimane da investigare è se i dati di JUICE potranno confermare
o meno la stabilità della risonanza di Laplace tra Io, Europa e Ganimede.
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Capitolo 6
Rilevamento dell’evoluzione
della risonanza
Dopo che nei capitoli precedenti abbiamo fornito una descrizione dei fenomeni
fisici a cui siamo interessati, della missione spaziale e di un processo di stima
dei parametri, vogliamo ora preoccuparci degli obiettivi che ci siamo preposti
all’inizio di questa tesi.
Per prima cosa ci occuperemo di stabilire l’incertezza dell’orbita di Io in
funzione di quella dell’orbita di Ganimede, che sarà ottenuta dal processo di
minimizzazione dei residui. Successivamente invece ci occuperemo della riso-
nanza di Laplace, in particolare vogliamo stabilire se i dati di JUICE potranno
individuare gli effetti secolari sulle posizioni dei tre satelliti coinvolti.
6.1 Incertezza sulla posizione di Io
Per risolvere il primo obiettivo che ci siamo posti, calcoliamo quanto uno spo-
stamento nella posizione di Io porti ad una variazione dell’orbita della posizione
di Ganimede. Poiché JUICE orbiterà intorno a quest’ultimo, otterremo una
precisione ottimale della sua posizione, con un’incertezza dell’ordine del metro;
alla fine del calcolo vorremo vedere come la conoscenza dell’orbita di Ganimede
ci possa permettere di dare un limite superiore all’incertezza della posizione di
Io.
Ciò può essere esplicitato tramite un programmino numerico che utilizza due
orbite prefissate in entrata e dei parametri di incertezza nelle coordinate di Io.
Volendo comunque portare avanti i calcoli in maniera analitica abbiamo
utilizzato delle approssimazioni che ci rendano il calcolo più semplice. Consi-
dereremo che sia Io che Ganimede percorrano orbite circolari intorno a Giove a
velocità orbitali costanti rispettivamente n1 e n3 e di raggi a1 e a3. Tralascia-
mo inoltre le diverse inclinazioni dei due satelliti galileiani (molto piccole come
sappiamo), lavorando sul piano.
L’incertezza nell’orbita di Io sarà espressa da due parametri reali: ∆, il quale
indica la lunghezza da aggiungere (o sottrarre se ∆ è negativo) al raggio a1 (vedi
Figura 6.2), e δ, il quale invece indica lo spostamento in radianti nella posizione
angolare di Io, da cui possiamo ottenere l’incertezza lineare lungo l’orbita Σ
grazie alla formula Σ = a1δ (vedi Figura 6.2).
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Osservazione 21. Se abbiamo un cambio di ∆ in direzione radiale, allora anche
il moto medio di Io subisce una variazione. Infatti sappiamo che
n1 =
√
GMJ
(a1 + ∆)3
' n1
(
1− 3
2
∆
a1
)
.
Volendo però cercare l’effetto dello spostamento di Io in direzione radiale, man-
terremo la stessa velocità angolare, in modo che lo scarto sia sempre ∆.
L’accelerazione A aggiuntiva che Ganimede subirà a causa del cambio di
orbita di Io si può calcolare in questo modo (con le classiche notazioni sui vettori
presentate all’inizio del Capitolo 3):
A(t) = −Gm1
( r1
|r1|3
+
r13
|r13|3
− r1|r1|3
− r13|r13|3
)
, (6.1)
dove la barra sopra i vettori indica che essi sono calcolati tenendo conto delle
variazioni ∆ e δ.
Per il calcolo dei vettori considereremo che al tempo t0 iniziale Ganimede
parta con una longitudine pari a 0, mentre quella di Io sarà un certo angolo
iniziale θ.
6.1.1 Accelerazione dovuta ad uno spostamento tangen-
ziale di Io
Abbiamo visto che l’incertezza tangenziale lineare è data dal parametro Σ, legato
al parametro δ. Quest’ultimo interviene nella scrittura del vettore r1, che indica
la posizione di Io rispetto a Giove, come si può apprezzare dalla seguente formula
r1 = a1[cos(n1t+ θ + δ), sin(n1t+ θ + δ)].
a1δ
Σ
Jupiter
Io
Figura 6.1: Spostamento di Io lungo la sua orbita di un angolo δ. Con le linee
tratteggiate è indicata la posizione originale del satellite.
Sviluppando la formula (6.1), omettendo i termini quadratici in ∆ e ponendo
b(t) = a21+a
2
3−2a1a3 cos(n3t−n1t−θ), arriviamo alla scrittura dell’accelerazione
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A(t) =−Gm1δ
( 1
a21
[− sin(n1t+ θ), cos(n1t+ θ)]
+
a1
b(t)3/2
[sin(n1t+ θ),− cos(n1t+ θ)]
− a1
b(t)3/2
(3a1a3 sin(n3t− n1t− θ)
b(t)
)
[cos(n1t+ θ), sin(n1t+ θ)]
+
a3
b(t)3/2
(3a1a3 sin(n3t− n1t− θ)
b(t)
)
[cos(n3t), sin(n3t)]
)
.
La formula soprastante è valida per valori di Σ abbastanza piccoli rispetto
ad a1, in quanto se Σ fosse troppo grande, nelle espansioni dovremmo tenere
conto dei termini quadratici e successivi. Questo non sarà un limite, poiché le
incertezze che considereremo rispetteranno tale criterio.
6.1.2 Accelerazione dovuta ad uno spostamento radiale di
Io
Consideriamo ora il parametro di incertezza radiale ∆: il vettore r1 è esprimibile
tramite
r1 = (a1 + ∆)[cos(n1t+ θ), sin(n1t+ θ)].
a1
Δ
Jupiter
Io
Figura 6.2: Spostamento di Io di una lunghezza ∆ in direzione radiale. Con le
linee tratteggiate è indicata la posizione originale del satellite.
Sviluppando la formula (6.1), omettendo i termini quadratici in ∆ e ponendo
b(t) = a21+a
2
3−2a1a3 cos(n3t−n1t−θ), arriviamo alla scrittura dell’accelerazione
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A(t) =−Gm1∆
(
− 2
a31
[cos(n1t+ θ), sin(n1t+ θ)]
− 1
b(t)3/2
[cos(n1t+ θ), sin(n1t+ θ)]
− a3
b(t)3/2
(3
2
2a1 − 2a3 cos(n3t− n1t− θ)
b(t)
)
[cos(n3t), sin(n3t)]
+
a1
b(t)3/2
(3
2
2a1 − 2a3 cos(n3t− n1t− θ)
b(t)
)
[cos(n1t+ θ), sin(n1t+ θ)]
)
.
La formula soprastante è valida per valori di ∆ abbastanza piccoli rispetto
ad a1, in quanto se ∆ fosse troppo grande, nelle espansioni dovremmo tenere
conto dei termini quadratici e successivi. Questo non sarà un limite, poiché le
incertezze che considereremo rispetteranno tale criterio.
Se considerassimo anche il cambiamento di moto medio otterremmo degli
addendi ulteriori, proporzionali a n1t∆/a1; la formula che ne deriva sarebbe
valida solo per tempi non troppo lunghi (altrimenti si dovrebbero prendere anche
i termini quadratici nell’espansione di n1).
6.1.3 Limite all’accuratezza della posizione di Io
Gli effetti descritti in precedenza si sovrappongono linearmente se ci fermia-
mo al primo grado nelle espansioni. Perciò possiamo semplicemente somma-
re i due contributi, dati dall’incertezza radiale e tangenziale di Io, calcolati
separatamente.
Volendo considerare, in ordine, l’accelerazione radiale e tangenziale su Gani-
mede, dobbiamo prendere le formule trovate in coordinate cartesiane e operare
una rotazione di un angolo pari a n3t:
A˜(t) =
[
cos(n3t) sin(n3t)
− sin(n3t) cos(n3t)
]
A(t)
Una rappresentazione delle due accelerazioni si può apprezzare in Figu-
ra 6.3, dove osserviamo che una volta passato un periodo sinodico la situazione
si ripresenta nella stessa configurazione di partenza (non tenendo conto degli
spostamenti dovuti all’interazione gravitazionale).
Indichiamo ora con Sr lo spostamento radiale di Ganimede e St il suo
spostamento tangenziale e consideriamo sia una incertezza radiale ∆ che una
tangenziale Σ nella posizione di Io.
Calcoliamo l’effetto lungo un periodo sinodico del moto di Io intorno a Giove
rispetto alla posizione di Ganimede, cioè quanto tempo passa prima che Io e
Ganimede abbiano la stessa longitudine. Esso vale circa:
T = T1 + τ = 203066s = 2.35gg
dove τ è il tempo in cui Io passa dalla longitudine 0 fino a raggiungere quella di
Ganimede (che nel frattempo si è mosso).
Lo spostamento finale di Ganimede dovuto allo spostamento della posizione
di Io può essere calcolato con la classica legge del moto uniformemente accelerato
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Figura 6.3: Il grafico a sinistra rappresenta le accelerazioni radiali (in rosso) e
tangenziali (in blu) subite da Ganimede nel caso di incertezza radiale ∆ unitaria
nell’orbita di Io, mentre quello a destra le stesse quantità nel caso di incertezza
tangenziale Σ unitaria. Il tempo coinvolto è il periodo sinodico del moto di
rivoluzione di Io rispetto al moto di Ganimede.
Sr =
1
2
〈
A˜r
〉
T2
St =
1
2
〈
A˜t
〉
T2.
I valori
〈
A˜r
〉
e
〈
A˜t
〉
sono rispettivamente l’accelerazione radiale e tangen-
ziale medie di Ganimede, lungo appunto un periodo sinodico. Si trova però che
uno spostamento tangenziale non contribuisce mediamente a nessuna delle due
accelerazioni, mentre uno spostamento radiale produce un effetto di −3.95·10−15
m/s2 nella sola direzione radiale. Da questo segue
Sr = (1.98 · 10−15T2)∆,
St = 0.
Allora secondo il nostro modellino semplificato, e per spostamenti non troppo
grandi, uno spostamento tangenziale di Io non può essere rilevato dalle misure
di Ganimede, mentre uno radiale è rilevabile in una misura pari a
Sr = 8.16 · 10−5∆.
pari circa a una sensibilità 12255 volte peggiore di quella con cui verrà calcolata
la posizione di Ganimede lungo un periodo sinodico, stimata non superiore al
metro durante la fase dedicata.
Non essendoci alcun controllo sulla componente tangenziale si può giungere
alla conclusione che con le sole osservazioni di Ganimede non possiamo ottenere
informazioni complete e soddisfacenti sulla posizione di Io. Di conseguenza nean-
che sulla variazione del suo moto medio, importante per lo studio dell’evoluzione
della risonanza di Laplace.
Osservazione 22. Bisogna comunque osservare che considerando il moto ellittico
dei due corpi e il fatto che la velocità angolare di precessione del perielio non
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è uguale per Io e Ganimede, dopo un periodo sinodico la posizione iniziale
reciproca dei due corpi non è la stessa. Questa mancanza di simmetria può
portare a delle accelerazioni medie dello stesso ordine di quella trovata nel caso
circolare.
Un punto di investigazione futuro potrebbe essere il calcolo della posizione di
Io tramite le immagini catturate da JUICE, in particolare durante il passaggio di
Io nell’ombra di Giove o di occultazione di stelle luminose da parte del satellite
galileiano. Di questo comunque parleremo tra poco.
Il punto fondamentale è comunque che, nonostante il comportamento di Io
sia molto significativo essendo il satellite chiave del sistema, non è necessario
cercare la variazione di moto medio nella sua orbita. Come già sappiamo gli
effetti sui moti medi sono distribuiti in maniera abbastanza equa tra le tre lune
di Giove, se non con un effetto predominante su Ganimede (vedi per esempio
i risultati di Lainey). Quindi l’azione della risonanza sui tre satelliti galileiani
può essere cercato su Ganimede, e anzi è conveniente cercarlo su questa luna. Il
limite della missione di non orbitare intorno a Io né avere degli incontri ravvici-
nati durante il suo volo spaziale è un problema sormontabile ai fini della nostra
ricerca.
6.2 Risultati sulla risonanza di Laplace
Dalla trattazione del Capitolo 4 abbiamo appurato come la variazione dei moti
medi dei tre satelliti galileiani Io, Europa e Ganimede, dipenda fortemente dalle
quantità k2 e Q di Io. Poiché JUICE non orbiterà intorno ad esso, non possiamo
sperare di poterli calcolare in maniera indipendente, ma dovremo risalire alla
frazione k2/Q tramite gli effetti sui moti medi.
La domanda che sorge a questo punto è se i dati di JUICE possano essere
utilizzati per avere un riscontro quantitativo degli effetti secolari della risonanza
di Laplace.
Come sappiamo dall’analisi di missione presentata nel Capitolo 2, la sonda
avrà una fase dedicata unicamente a Ganimede della durata di circa 9 mesi;
tenendo conto che il primo incontro ravvicinato con il satellite avverrà nel Gen-
naio del 2030 e altri undici fly-by saranno condotti prima di approdare alla fase
orbitante intorno a Ganimede, possiamo contare sulle osservazioni di circa tre
anni e mezzo con cui vincolare la posizione del centro di massa del satellite di
Giove.
La variazione dei moti medi dei tre satelliti galileiani più interni sappiamo
che consta di effetti periodici e secolari; in particolare noi siamo interessati a
questi ultimi. Per poterli calcolare è necessario riconoscere gli effetti a lungo
periodo principali; essi sono molteplici e variegati (vedi [18] come esempio).
Nella trattazione del Capitolo 4 abbiamo considerato oltre agli effetti mareali, le
interazioni a coppie tra Io ed Europa e tra Europa e Ganimede, considerando solo
quei termini che sapevamo rimanere in un certo modo fissi grazie alla risonanza;
abbiamo visto come l’angolo φ libri intorno a 0 con un periodo di circa 2650
giorni (mentre per Lieske 2074 [21] e per Lainey et al. 2059 [18]). Comunque
maggiore di 5 anni e mezzo. Esso è un esempio di termine a lungo periodo da
riconoscere per giungere a calcolare gli effetti secolari cercati.
Un processo di determinazione orbitale, avendo un approccio numerico, inte-
grerà le equazioni di moto introducendo tutti gli effetti rilevanti per la dinamica
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Figura 6.4: Shift dopo 100 anni nella posizione di Io (in verde), Europa (in
rosso) e Ganimede (in blu) dovuti alle maree e alla risonanza, secondo i dati di
Lainey (Modello 1).
dei satelliti galileiani. Tramite la minimizzazione dei residui descritta nel Capi-
tolo 5, si cercherà di estrapolare gli effetti secolari sui moti medi, senza dover
aggiungere a mano i singoli termini a lungo periodo.
Sebbene il tempo di missione è più corto rispetto ad alcuni effetti a lungo
periodo, è certo che i dati di JUICE rientreranno a pieno titolo in uno studio sugli
effetti secolari agenti sulla risonanza di Laplace. Infatti riuscendo a calcolare la
posizione del centro di massa di Ganimede con la precisione prospettata, di vari
ordini di grandezza migliore rispetto alle osservazioni passate, è come se avessimo
dei veri e propri punti di passaggio del baricentro di Ganimede (specialmente
nei 9 mesi della fase orbitante intorno ad esso). In più è possibile ottenere
anche informazioni su Europa (e Callisto) grazie ai fly-by in programma, e forse
qualche osservazione di Io. E’ questa quindi un’occasione unica per lo studio
della risonanza di Laplace.
6.2.1 Effetti secolari sul moto dei satelliti
Per prima cosa calcoliamo a quanto ammontano gli effetti secolari sulle posizioni
dovuti alla variazione dei moti medi: la stima dell’effetto su Ganimede ci servirà
per constatare se la sua magnitudine sarà abbastanza elevata perché JUICE
riesca a rilevarlo.
Prima di procedere apriamo una piccola parentesi generale di come si com-
pie un’azione di questo tipo: durante l’analisi di missione vengono utilizzati dei
simulatori, i quali appunto simulano gli effetti a cui siamo interessati nell’am-
biente dove si troverà la sonda. In principio la simulazione non conterrà l’effetto
cercato; successivamente esso verrà aggiunto per vedere in che misura interverrà
nei dati range o range-rate e se il rapporto segnale su rumore sia maggiore di
uno (cioè se le precisioni degli osservabili sono abbastanza buone da permettere
di rilevare l’effetto).
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Figura 6.5: Shift dopo 100 anni nella posizione di Io (in verde), Europa (in
rosso) e Ganimede (in blu) dovuti alle maree e alla risonanza, secondo i dati di
Goldstein (Modello 2).
Un simulatore apposta per JUICE non è stato ancora creato e non può essere
quindi utilizzato un approccio di questo genere. Possiamo comunque avvalerci
dei risultati presenti in bibliografia e da noi calcolati per la variazione dei moti
medi. Da essi possiamo ricavarci gli effetti sulle posizioni lungo un arco di tempo
desiderato. Ipotizzando un’incertezza ragionevole della posizione del centro di
massa di Ganimede calcolata grazie ai dati di JUICE, potremo dare una risposta
alla domanda che ci siamo posti all’inizio di questa tesi.
Per rendere più semplice l’implementazione del calcolo, considereremo che
Io, Europa e Ganimede si muovano lungo orbite circolari, di raggi pari ai loro
semiassi maggiori. Terremo conto della variazione dei moti medi e andremo a
calcolare lo shift posizionale dovuto alle maree e alla risonanza. Considereremo
solo gli effetti quadratici sulla posizione, disinteressandoci degli effetti periodici
sulla variazione dei moti medi.
Di seguito utilizzeremo le formule trovate nei capitoli precedenti (in parti-
colare del Capitolo 4 (4.24)) e per l’implementazione ci avvarremo del metodo
di Eulero per risolvere numericamente le equazioni differenziali presenti. Ricor-
diamo che in queste formule sono stati tralasciati tutti i termini a corto periodo
e quadratici (e di ordini successivi) nelle eccentricità, i quali possono giocare un
qualche ruolo nella ridistribuzione del momento angolare.
Prenderemo quattro modelli per le variazioni dei moti medi (le seguenti
quantità sono espresse in rad/anni):
• Modello 1: i valori ottenuti da Lainey esplicitati in [19], i quali ricordiamo
essere
n˙1
n1
= 1.4 · 10−11, n˙2
n2
= −4.3 · 10−11, n˙3
n3
= −1.57 · 10−10;
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• Modello 2: i valori ottenuti da Goldstein esplicitati in [10]
n˙1
n1
= 4.54 · 10−10, n˙2
n2
= 5.6 · 10−10, n˙3
n3
= 2.8 · 10−10;
• Modello 3: i valori calcolati con il sistema (4.24), fissando i parametri
mareali per Io a k/Q = 2.233 · 10−3 e per Giove a kJ/QJ = 1.428 · 10−6
n˙1
n1
= −6.20 · 10−11, n˙2
n2
= 9.86 · 10−12, n˙3
n3
= 1.55 · 10−10.
• Modello 4: i valori calcolati con il sistema (4.24), fissando i parametri
mareali per Io a k/Q = 0.015 e per Giove a kJ/QJ = 1.102 · 10−5 (presi
dai lavori di Lainey)
n˙1
n1
= −5.97 · 10−10, n˙2
n2
= −7.93 · 10−11, n˙3
n3
= 9.71 · 10−10.
Dai valori precedenti è chiara l’affermazione finale del paragrafo dedicato ad
Io: avere osservazioni di Ganimede e non di Io non è un problema per la qualità
dei risultati sulla risonanza, in quanto gli effetti sui moti medi sono simili per
tutti e tre i satelliti o addirittura più importanti sull’orbita di Ganimede, perciò
più facilmente rilevabili.
Osservazione 23. I risultati presentati in [19] (tramite il modello dinamico de-
scritto in [15] e le osservazioni riportate in [16]), i quali compongono il Modello
1, dovrebbero in qualche modo concordare con quelli del Modello 4, in quanto
sono stati utilizzati gli stessi valori dei parametri mareali. Questo non acca-
de evidentemente per una differenza di modalità di ridistribuzione di energia e
momento angolare. Notiamo comunque come nel Modello 1 la variazione su n1
sia positiva, ma in modulo più piccola rispetto agli altri due satelliti galileiani,
nonostante gli effetti mareali siano grandi proprio per l’elevato valore k2/Q di
Io. Questo è dovuto, come abbiamo visto nella trattazione del Capitolo 4, a una
ridistribuzione di momento angolare e di energia da parte di Io verso Europa
e Ganimede. In più senza gli effetti della risonanza n˙1 risulterebbe negativo;
questo si appura dall’utilizzo dei valori di Lainey inseriti nella formula (4.17)
(ricordiamo che f è posto pari a 1, o meglio è inglobato in k2/Q), ma anche dalla
somma totale di variazione di momento angolare, che è chiaramente positiva.
6.2.2 Effetti secolari nei primi due modelli
Tenendo conto sia degli effetti delle maree, sia della risonanza, abbiamo visto che
in bibliografia i risultati ottenuti per quanto riguarda la variazione di moto medio
dei tre satelliti galileiani sono di natura differente. Di seguito ne presentiamo
una lista esemplificativa (dove le quantità elencate sono in 10−10 rad/anni)
Fonte Anno n˙1/n1 n˙2/n2 n˙3/n3
De Sitter 1928 3.3 2.7 1.5
Lieske 1987 -0.074 -0.082 -0.098
Goldstein et al. 1995 4.54 5.6 2.8
Vaundhara et al. 1996 2.27 -0.67 1.06
Asknes et al. 2001 3.6 - -
Lainey et al. 2009 0.14 -0.43 -1.57
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Figura 6.6: Shift dopo 100 anni nella posizione di Io (in verde), Europa (in
rosso) e Ganimede (in blu) dovuti alle maree e alla risonanza, secondo i valori
ricavati da (4.24) e i valori mareali e dissipativi presi dalle tabelle del Capitolo
2 (Modello 3).
Tra questi abbiamo considerato per il Modello 1 i valori ricavati da Lainey,
per cui la relazione di Laplace (4.7) rimane valida, e per il Modello 2 quelli di
Goldstein, per cui la stessa relazione non è più valida.
Da tali valori possiamo ricavare gli effetti sulla posizione dopo un certo pe-
riodo di tempo; per esempio in 100 anni lo shift è mostrato nei grafici della
Figura 6.4 e della Figura 6.5. Dal Modello 1 otteniamo uno spostamento per Io,
Europa e Ganimede di rispettivamente 38, −93 e −269 chilometri, mentre dal
Modello 2 di 1241, 1213 e 480 chilometri.
Osservazione 24. Non mostriamo il grafico lungo i 116 anni (il periodo delle
osservazioni utilizzate) con i valori presentati da Lainey, comunque come ci-
tato in [19] i valori degli shift nella posizione per i tre satelliti galileiani sono
rispettivamente 55 km, −125 km e −365 km.
6.2.3 Effetti secolari negli ultimi due modelli
In questo paragrafo considereremo i Modelli 3 e 4, i cui valori sono stati trovati
tramite le equazioni (4.24) del Capitolo 4. Le maree su Europa e Ganimede non
producono differenze importanti nelle variazione dei moti medi, quindi possono
essere tralasciate.
Osservazione 25. Ribadiamo che senza le maree (o con un annullamento reci-
proco tra le maree di Io e quelle di Giove) non ci sarebbero effetti secolari, ma i
moti medi varierebbero in maniera periodica, lasciando mediamente immutate
le quantità che caratterizzano la risonanza di Laplace.
I valori esplicitati nel Modello 3 sono stati ottenuti estrapolando la varia-
zione lineare dei moti medi da quella ottenuta con il sistema (4.24). Infatti il
termine in sin (φ) produce effetti periodici a lungo periodo che si mostrano nel
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Figura 6.7: Shift dopo 100 anni nella posizione di Io (in verde), Europa (in
rosso) e Ganimede (in blu) dovuti alle maree e alla risonanza, secondo i valori
ricavati da (4.24) e i valori mareali e dissipativi ricavati da Lainey (Modello 4).
grafico dei moti medi con un andamento sinusoidale. Grazie alle maree (su Io
principalmente) tale andamento comincia a scendere o a salire lungo una retta
(vedi Figura 6.8).
Come si può apprezzare dal grafico in alto in Figura 6.6, secondo il Modello
3 dopo 100 anni Io avrà uno shift all’indietro di −169 km, mentre Europa e
Ganimede subiranno uno spostamento in avanti di circa 21 km e 266 km
Per ultimo, considerando i valori riportati nel Modello 4, notiamo come gli
effetti siano più grandi rispetto al caso precedente, in quanto il valore della
frazione k2/Q è di quasi un ordine di grandezza maggiore.
Otteniamo infatti uno shift, in chilometri, rispettivamente di −1632, −172
e 1666, sempre dopo 100 anni.
6.3 Considerazioni finali
A seconda del modello prescelto (e di altri presenti in bibliografia), ci possiamo
aspettare dei risultati molto differenti. Comunque è evidente che tra i modelli
scelti, il Modello 2 e il Modello 4 inducono degli shift posizionali molto più
importanti rispetto agli altri due.
I risultati ottenuti con il sistema (4.24) sono un esempio semplificato di come
possa essere studiato in maniera analitica il problema. Nei calcoli abbiamo
visto come siano stati trascurati alcuni effetti periodici a lungo periodo che
possono giocare un qualche ruolo nella ridistribuzione del momento angolare
tra i satelliti. Anche per questo possiamo spiegarci la differenza dei risultati
ottenuti rispetto a quelli in bibliografia; la varietà di questi ultimi rende però il
problema ancora aperto e necessita di future investigazioni.
Per poter studiare il sistema in tutta la sua complessità sarà necessaria la
costruzione di un modello dinamico da integrare numericamente, potendo così
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Figura 6.8: Variazione del moto medio di Io (linea verde), ottenuta come n(t)−
n1, da cui si deduce la variazione secolare di moto medio (linea blu), calcolata
con i valori del Modello 3. Notiamo come i picchi siano distanziati di 2650
giorni, cioè il periodo della librazione dell’angolo φ.
evitare l’utilizzo di espansioni in serie delle funzioni perturbatrici. Al suo interno
dovrà essere considerato anche l’effetto delle maree tramite l’introduzione dei
parametri k2 e Q di Io e Giove principalmente.
Tra i parametri da determinare saranno presenti, oltre alle orbite dei satelliti,
anche i parametri n˙1, n˙2 e n˙3, i quali si presenteranno come un effetto trasversale
lungo l’orbita (simile ad un effetto Yarkovsky), da modellare tramite le variazioni
secolari dei moti medi dovute alle maree.
In conclusione, per Ganimede ci aspettiamo uno spostamento che può andare
da qualche centinaio di metri a circa 2 chilometri, dopo un periodo di 3 anni e
mezzo; se prendiamo come riferimento il risultato ottenuto da Lainey è previsto
uno shift all’indietro lungo l’orbita di circa 330 metri (14 metri se considerati
invece 9 mesi, la durata della fase orbitante intorno a Ganimede).
Grazie ai dati di JUICE il centro di massa del terzo satellite galileiano ver-
rà calcolato con una precisione dell’ordine del metro durante la fase dedicata
ad esso; di conseguenza dai valori presentati appena sopra auspicheremmo che
la missione riuscirà a rilevare l’effetto secolare di variazione del moto medio di
Ganimede. Quest’ultimo però può essere mascherato dai vari effetti periodi-
ci; come abbiamo visto la librazione di φ ha un periodo superiore ai 5 anni e
produce effetti istantanei quantitativamente maggiori (vedi per esempio Figu-
ra 6.8), sarebbe quindi utile avere misurazioni durante e oltre l’intero periodo
di librazione. Questo per una questione di tempistiche di missione sappiamo
essere impossibile.
In più la determinazione della posizione di Ganimede non sarà altrettanto
buona nelle altre fasi della missione. E’ comunque possibile aumentare il numero
dei dati raccolti durante l’intera missione, e così il peso complessivo dell’infor-
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mazione ottenuta da JUICE. In primo luogo grazie agli incontri ravvicinati, che
comunque non sono molti e distribuiti in maniera non uniforme. Secondaria-
mente ci si può avvalere di altri tipi di osservazione, in particolare, utilizzando
le immagini delle telecamere e degli strumenti della sonda, sono due le tipologie
di fenomeni che si possono osservare (se le condizioni lo permettono):
• l’occultazione di una stella (con magnitudine non troppo debole) da parte
del disco di Ganimede, rispetto alla posizione in cui si trova la sonda. Di
queste osservazioni ne possiamo contare dell’ordine della decina;
• l’entrata e l’uscita di Ganimede attraverso l’ombra di Giove, che permet-
tono l’analisi della curva di luminosità. Poiché il satellite ha una velocità
di circa 10.87 km/s, il tempo che impiega per passare da una situazione
di luminosità completa a una di oscurità totale, o viceversa, è di circa 8
minuti (ricordando che il raggio medio di Ganimede è 2631 km).
Tali osservazioni possono essere condotte anche per Io ed Europa, con un
numero maggiore di occasioni in quanto compiono più rivoluzioni intorno a
Giove. In questa tesi non ci avventuriamo in una trattazione relativa a queste
tematiche, ma sottolineiamo solo il fatto che potrebbe essere un punto molto
importante per studi futuri.
Infine, il proposito è quello di ottenere un volume di dati che sia, per infor-
mazione, al livello dei 100 anni e più di osservazioni telescopiche, per quanto
riguarda lo studio della variazione del moto medio di Ganimede.
In questo modo, oltre a poter compiere delle verifiche sui risultati presenti in
bibliografia, è possibile ottenere un risultato indipendente dalle osservazioni tele-
scopiche, per poi integrare queste ultime in un unico processo di determinazione
orbitale.
Considerare le osservazioni telescopiche del passato è essenziale per aumen-
tare il tempo coinvolto nel calcolo, il che è un vantaggio essendo gli effetti cercati
quadratici nel tempo. Sarà fondamentale combinare i dati di JUICE con le os-
servazioni astrometriche effettuate sui satelliti galileiani. Grazie alla precisione
degli osservabili di JUICE ci possiamo dunque aspettare:
• di avere dei punti tramite i quali praticamente vincoleremo (data l’alta
precisione e la grande pesatura che verrà loro assegnata) il passaggio di
Ganimede. Questo da una parte aumenterà la grandezza dei residui, ma
ci permetterà anche di avere un controllo qualitativo sulle osservazioni
telescopiche del passato;
• la possibilità di utilizzare osservazioni di un intervallo temporale più corto,
potendo così evitare l’utilizzo dei dati raccolti troppo indietro nel tempo
(e con una maggior probabilità di fonti di errore), che possono far nascere
risultati discutibili;
• dalla determinazione della variazione del moto medio di Ganimede, po-
tremo ottenere numericamente una stima del parametro k2/Q di Io, da
cui, grazie a modelli fisici coerenti che descrivano l’interno del satellite, è
possibile avere un’idea dei singoli valori k2 e Q.
99
100
Appendice A
Il problema dei due corpi
Dati due corpi soggetti unicamente alla reciproca forza gravitazionale, siamo
in grado di descrivere il loro moto in maniera quasi analitica. L’idea è quella
di passare ad un problema equivalente più semplice, il cosiddetto problema di
Keplero. Indichiamo con 1 il pianeta più massivo, mentre con 2 il pianeta con
massa minore.
Scriviamo le equazioni del moto per entrambi rispetto ad un sistema di
riferimento inerziale qualsiasi:
m1r¨1 = − Gm1m2|r1 − r2|3
(r1 − r2), (A.1)
m2r¨2 =
Gm1m2
|r1 − r2|3
(r1 − r2). (A.2)
Moltiplicando la prima equazione per m2 e la seconda per m1 e sottraendo
membro a membro le due equazioni otteniamo:
m1m2(r¨1 − r¨2) = −Gm1m2(m1 +m2)|r1 − r2|3
(r1 − r2).
Posto r = r1 − r2 otteniamo:
Mr¨ = −GMM
r3
r. (A.3)
Possiamo considerare il problema come il moto di una particella con massa
la massa ridotta M dei due corpi (M = m1m2/(m1 +m2)) attratto da un corpo
fermo di massa la massa totale M = m1 +m2, posto nell’origine del sistema di
riferimento.
Otteniamo così un campo di forze centrali, con centro nell’origine, mentre il
corpo di massa ridotta si muove intorno ad esso tramite la legge (A.3).
A.1 Le costanti del moto e le orbite kepleriane
Siano r(t) e v(t) il vettore posizione e velocità ad un certo istante t del corpo il
cui moto risolve la (A.3). Dalla (A.3) ricaviamo che il vettore momento angolare
per unità di massa J = r× v è costante lungo il moto del corpo, infatti:
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J˙ = v × v + r× r¨ = 0.
Questo implica che il moto avviene su un piano fissato, che chiameremo
piano orbitale, contenente i vettori r e v per ogni istante t.
Consideriamo invece l’energia associata al corpo, che non è altro che la
somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale kepleriana:
E =
1
2
Mv2 − GMM
r
.
E’ facile vedere che la derivata temporale di tale quantità è 0, quindi anche
l’energia è un integrale primo del moto: il corpo si muoverà lungo un’orbita con
energia fissata.
In più un altro vettore rimane costante, il cosiddetto vettore di Lenz B:
B = v × J− GM
r
r. (A.4)
Vediamo ora come ricavare l’equazione della traiettoria nel piano orbitale:
se moltiplichiamo scalarmente la (A.4) e indicando con p = J2/GM ed e =
B/GM (rispettivamente saranno il semilato retto e l’eccentricità dell’orbita, i
quali notiamo essere delle costanti del moto) otteniamo:
r =
p
1 + e cos ν
. (A.5)
L’angolo ν è l’anomalia vera, cioè l’angolo tra il vettore di Lenz e il vettore
posizione r. L’equazione (A.5) lega la distanza dall’origine all’anomalia vera; si
noti che tale equazione ha la forma di una conica. Per ν = 0 il raggio vettore è
parallelo al vettore di Lenz, in più otteniamo il minimo della lunghezza di r; il
punto in cui si trova il corpo è detto pericentro. Il tipo di conica dipende solo
dal valore di e:
• se 0 ≤ e < 1 l’orbita è un’ellisse, in particolare se è 0 la conica è una
circonferenza;
• se e = 1 è una parabola;
• se e > 1 è un’iperbole.
Se siamo nel primo caso esiste anche il punto di distanza massima dal centro
di forza; esso si ricava ponendo ν = pi ed è chiamato apocentro
Definendo a = p/(1− e2) il semiasse maggiore della conica, anch’esso chia-
ramente costante, è facile dimostrare che l’energia può essere riscritta in questo
modo:
E = −GMM
2a
(A.6)
Poiché il segno di a cambia a seconda della conica su cui il corpo si muove
abbiamo una nuova caratterizzazione delle orbite kepleriane tramite la (A.6):
• se E < 0 siamo nel caso ellittico;
• se E = 0 siamo nel caso parabolico;
• se E > 0 siamo nel caso iperbolico.
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A.2 Le tre leggi di Keplero
Le famose tre leggi di Keplero sono state espresse nel caso di orbite ellittiche di
corpi celesti orbitanti intorno al Sole.
• Prima legge: l’orbita descritta da un pianeta è un’ellisse, di cui il Sole
occupa uno dei due fuochi.
• Seconda legge: il segmento (raggio vettore) che unisce il centro del Sole
con il centro del pianeta descrive aree uguali in tempi uguali.
• Terza legge: il quadrato dei tempi che i pianeti impiegano a percorrere le
loro orbite sono proporzionali ai cubi delle loro distanze medie dal Sole.
Abbiamo visto nel paragrafo precedente come la prima legge sia in effetti
valida nei casi di energia negativa, valida per i pianeti orbitanti intorno al Sole.
Il fuoco è occupato dal baricentro tra il pianeta e il Sole, che non è il centro
di massa del Sole, ma vista la grande massa di quest’ultimo rispetto al corpo
orbitante, è prossimo ad esso.
Una dimostrazione delle altre due leggi di Keplero è reperibile in qualsiasi
testo di meccanica classica, comunque osserviamo che la seconda legge è vera per
un qualsiasi moto centrale con momento angolare non nullo (ovviamente anche
al di fuori del contesto dei corpi celesti, quindi al posto del Sole consideriamo il
centro di forza).
La terza legge può essere riscritta come:
T 2
a3
=
4pi2
GM
. (A.7)
Dove T è il periodo orbitale, cioè il tempo che il corpo M impiega per per-
correre l’intera orbita. Definito il periodo possiamo definire la velocità angolare
media la seguente quantità:
n =
T
2pi
. (A.8)
Osserviamo che la terza legge di Keplero è vera in prima approssimazione,
poiché per ogni pianeta la massa M è la somma della propria massa più quella
del Sole, la quantità definita dalla (A.7) non è uguale per tutti i corpi celesti.
Essendo comunque la massa del Sole molto maggiore rispetto a quella dei pianeti
l’errore commesso è poco rilevante.
A.3 Il problema di Keplero
Abbiamo ottenuto l’orbita nel piano equatoriale, vogliamo però vedere come
ricavare la legge oraria del corpo M. Per fare questo considereremo solo il caso
ellittico, gli altri due sono di analoga soluzione.
Prendiamo la circonferenza ausiliaria dell’ellisse che descrive la traiettoria
del moto, cioè la circonferenza che ha lo stesso centro dell’ellisse considerato e
raggio pari al semiasse maggiore. Ogni punto dell’ellisse ha associato in maniera
naturale un punto della circonferenza, semplicemente prendendo il punto con
stessa ascissa e ordinata dello stesso segno.
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Figura A.1: E’ qui disegnata la traiettoria ellittica percorsa da un corpo nel cam-
po di forze centrali definito dal problema di Keplero e la circonferenza ausiliaria
associata. Sono evidenziate l’anomalia vera ed eccentrica e l’area spazzata dal
raggio vettore durante il moto nell’intervallo di tempo [tp, t].
Definiamo l’anomalia eccentrica E come l’angolo che va dal pericentro del-
l’orbita, fino al punto della circonferenza ausiliaria associato al punto dell’ellisse
dove si trova il corpo. Sia A l’area spazzata dal raggio vettore mentre il corpo
passava dal pericentro ed arrivava nella sua posizione attuale (vedi Figura A.1),
allora grazie alla seconda legge di Keplero:
t− tp
A
=
T
piab
. (A.9)
Infatti l’area di un ellisse è proprio piab, con a e b i suoi semiassi. Usando la
trigonometria per il calcolo dell’area A e la (A.7), possiamo riscrivere la (A.9)
in questo modo:
M = E − sinE
Abbiamo posto n(t− tp) = M , detta anomalia media. Si noti che la derivata
temporale di M è proprio la velocità angolare media n.
Se conosciamo la posizione del corpo ad un certo istante t0 possiamo utiliz-
zare il fatto che
t− t0 = t− tp + tp − t0,
per ricavare una forma più generale delle’equazione precedente, chiamata equa-
zione di Keplero:
n(t− t0) = 2kpi +M −M0. (A.10)
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Il numero naturale k indica quante volte il corpo è passato attraverso il
pericentro nel tempo considerato, mentre M0 è l’anomalia media al tempo t0.
Grazie alla (A.10) dato un certo istante t e la posizione del corpo ad un certo
istante t0, possiamo ricavarci numericamente il valore di E soluzione dell’equa-
zione e di conseguenza (tramite formule che qui omettiamo) l’angolo ν. Grazie
poi alla (A.5) otteniamo la posizione del corpo nel piano orbitante al tempo t.
Tale procedimento è valido per ogni t, abbiamo così trovato la legge oraria del
pianeta nel problema equivalente a quello di partenza.
Per ritrovare le orbite di partenza, basta immettere la soluzione nel siste-
ma (A.1).
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Appendice B
Elementi orbitali classici
Abbiamo visto che il moto orbitale in un problema di Keplero è ristretto al
solo piano orbitale, me se vogliamo ritornare al sistema di riferimento iniziale
dobbiamo compiere delle rotazioni. Prima di definire gli angoli che utilizzeremo
introduciamo altre quantità che ci saranno utili.
Consideriamo il piano xy del sistema di riferimento inerziale e il piano or-
bitale, poiché entrambi contengono il centro del campo di forze centrale (posto
nell’origine) in generale si intersecheranno in una retta passante per tale punto.
Trascuriamo il caso in cui i due piani coincidono. L’orbita intersecherà tale retta
in due punti: il primo è detto nodo ascendente ed ha la proprietà che seguendo
il moto il corpo passando per questo punto va dalle z negative a quelle positive;
il secondo invece è chiamato nodo discendente.
Possiamo ora introdurre i seguenti angoli orbitali:
• Ω è la longitudine del nodo ascendente. Essa giace sul piano xy ed è
misurata dal semiasse positivo delle x fino alla semiretta che punta al
nodo ascendente, percorso in senso antiorario. Ω può avere tutti i valori
in [0, 2pi].
• ω è l’argomento del pericentro. Esso giace sul piano orbitale e misu-
ra in senso antiorario l’angolo tra la semiretta del nodo ascendente e il
pericentro dell’orbita. ω può avere tutti i valori in [0, 2pi].
• I è l’inclinazione. Essa misura in senso antiorario l’angolo tra il semiasse
positivo delle z e la direzione del momento angolare J, che sappiamo essere
costante e perpendicolare al piano dell’orbita. I può avere tutti i valori in
[0, pi].
Possiamo ora descrivere la successione di rotazioni di cui abbiamo bisogno
per passare dal sistema di riferimento dell’orbita a quello iniziale:
• rotazione intorno al vettore momento angolare di −ω;
• rotazione intorno alla semiretta del nodo ascendente di −I;
• rotazione intorno all’asse z di −Ω.
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Figura B.1: Sono mostrati gli angoli che descrivono la posizione dell’orbita nello
spazio. Ω è la longitudine del nodo ascendente, ω l’argomento del pericentro ed
I l’inclinazione.
Ognuna di queste rotazioni può essere rappresentata con una matrice 3× 3
descrivente una rotazione che lascia fisso un asse e ruota un piano. Moltiplicando
queste tre matrici otteniamo la matrice di rotazione:
cos Ω cosω − sin Ω sinω cos I − cos Ω sinω − sin Ω cosω cos I sin Ω sin Isin Ω cosω + cos Ω sinω cos I − sin Ω sinω + cos Ω cosω cos I − cos Ω sin I
sinω sin I cosω sin I cos I

Dato un vettore nel sistema di riferimento orbitale, possiamo rileggere le sue
coordinate nel sistema di riferimento iniziale semplicemente moltiplicandolo per
la matrice definita sopra.
Gli angoli appena definiti identificano univocamente la posizione dell’orbi-
ta nello spazio. Oltre agli angoli però abbiamo bisogno di elementi orbitali
che ci descrivano la forma dell’orbita: essi sono a il semiasse maggiore ed e
l’eccentricità.
In più per conoscere la posizione del corpo lungo il suo moto dobbiamo
aggiungere un angolo che identifichi la sua posizione sulla conica; tale angolo
può essere l’anomalia vera, l’anomalia eccentrica o quella media. Scegliamo
quest’ultima.
I sei elementi (a, e,Ω, ω, I,M) detti elementi kepleriani, identificano comple-
tamente il moto di un corpo in un problema kepleriano; sono allora alternativi
alle sei coordinate di posizione e velocità.
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Appendice C
Manovre impulsive
La progettazione delle manovre che una sonda dovrà compiere durante la missio-
ne spaziale è indispensabile per poter conoscere il quantitativo di carburante che
lo spacecraft dovrà portare con sé; poiché una massa maggiore della sonda impli-
ca un spesa maggiore a livello economico, uno dei vincoli del progetto è quello
ridurre il propellente il più possibile. Un primo studio può essere effettuato
tramite l’approssimazione di manovre impulsive, cioè tali che istantaneamente
riescono a variare la velocità della sonda.
La spesa di carburante è misurata proprio dalla ∆v (variazione di velocità)
dovuta a queste manovre. L’equazione di Tsiolkowsky
∆v = Ispg0 ln
(m0
mf
)
fornisce il corrispettivo in massa di propellente utilizzato per effettuare la ma-
novra, essendo m0 la massa della sonda prima della manovra, mf la massa dopo
la manovra, g0 l’accelerazione terrestre sulla superficie, Isp l’impulso specifico il
quale dipende dal tipo di propellente usato (nel caso di JUICE ha un valore di
circa 400 secondi).
Di seguito descriveremo alcune manovre impulsive classiche e le relative
variazioni di velocità necessarie per compierle.
C.1 Fuga da un pianeta
Supponiamo che lo spacecraft sia su un’orbita circolare di raggio r intorno ad
un pianeta, vogliamo calcolare la spesa di carburante della manovra che gli
consentirà di fuggire dal campo gravitazionale del corpo celeste.
Per quello che abbiamo detto dobbiamo semplicemente calcolare la ∆v ne-
cessaria per passare dall’orbita attuale ad un’orbita aperta. Perché la manovra
sia vantaggiosa l’impulso sarà nella stessa direzione della velocità della sonda
lungo la sua orbita circolare.
Per passare ad un’orbita aperta, dall’Appendice A sappiamo che quella con
energia minore è quella parabolica, è necessario che l’energia dello spacecraft
passi da negativa a nulla. Dall’equazione dell’energia otteniamo che la velocità
che la sonda dovrà avere nel punto di applicazione della manovra è
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vf =
√
2
GM
r
.
Essa è
√
2 volte la velocità che ha la sonda percorrendo l’orbita circolare
iniziale. La variazione di velocità che allora bisogna imprimere allo spacecraft è
∆v = (
√
2− 1)
√
GM
r
.
Se il ∆v è maggiore allora lo spacecraft si immette in un’orbita iperbolica,
ad energia positiva. In tal caso a distanza infinita, o comunque molto alta, la
velocità che l’oggetto possiede viene chiamata velocità di eccesso iperbolico, ed
è facilmente calcolabile:
v∞ =
√
2E =
√
−GM
a
.
Nella formula precedente abbiamo indicato con E l’energia della sonda per
unità di massa, cioè con le notazioni precedenti E = E/m. A scanso di equivoci
ricordiamo che per un’orbita iperbolica il semiasse maggiore a è negativo.
C.2 Variazione del pericentro o dell’apocentro
Un metodo molto semplice per variare la distanza del pericentro (o dell’apo-
centro) dell’orbita che si sta percorrendo è applicare una manovra impulsiva
nell’apocentro (o rispettivamente nel pericentro).
Δv
planet
Figura C.1: L’orbita iniziale è quella più interna; una volta impressa la varia-
zione di velocità richiesta, in questo caso nell’apocentro, lo spacecraft inizierà a
percorre la nuova orbita, quella più esterna.
Descriviamo il primo dei due casi (vedi Figura C.1), l’altro sarà analogo:
conoscendo l’orbita che si sta percorrendo (per cui anche il suo semiasse maggiore
a1) e la distanza dal pianeta del nuovo pericentro rP2 che si vuole raggiungere,
possiamo calcolare il nuovo semiasse maggiore a2 = (rP2 + rA)/2 e tramite
l’equazione dell’energia ottenere la velocità necessaria da avere nell’apocentro
dell’orbita (che sarà uguale a quello di partenza) per raggiungere tale quota di
energia:
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v2 =
√
2
GM
rA
− GM
a2
La variazione di velocità sarà semplicemente ∆v = v2 − v1, dove v1 è la
velocità nell’apocentro relativa alla prima orbita.
C.3 Cambio di piano orbitale
Una manovra utile per lo studio di diverse aree del corpo celeste attorno al quale
lo spacecraft sta orbitando, in particolare per lo studio del campo gravitazionale,
consiste nel cambiare l’inclinazione dell’orbita della sonda.
Per semplicità supponiamo che essa sia su un’orbita circolare e che non si
voglia mutare la sua forma, ma solo l’inclinazione di un certo angolo θ.
Δvθplanet
Figura C.2: Il ∆v applicato permette di cambiare l’inclinazione dell’orbita di un
angolo θ senza modificare la forma dell’orbita.
Poiché la velocità lungo l’orbita deve rimanere immutata, la velocità iniziale
e finale devono avere lo stesso modulo, ma direzioni diverse. Il ∆v non avrà la
stessa direzione della velocità iniziale, ma sarà la base di un triangolo isoscele
con angolo θ opposto ad essa (vedi Figura C.2).
Essendo la velocità sull’orbita circolare v =
√
GM/r, l’ammontare di varia-
zione di velocità deve essere:
∆v = 2v sin
θ
2
C.4 Manovra di Hohmann
La manovra che andremo a descrivere permette di passare da un’orbita circolare
di raggio r1 ad un’altra di raggio r2 sullo stesso piano; essa è molto semplice
ed anche conveniente in termini di risparmio di carburante. E’ infatti possibile
dimostrare che essa è la manovra a due impulsi tra orbite circolari e complanari
che richiede la minima variazione di velocità totale (vedi [24]).
Supponiamo di voler passare da un’orbita interna a una più esterna; l’idea è
di far percorrere all’oggetto un’ellisse tale che il suo pericentro si trova nel punto
di applicazione della prima manovra e il suo apocentro sull’orbita di arrivo.
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Gli impulsi sono due: il primo permette di lasciare l’orbita circolare iniziale
e l’altro consente di lasciare l’orbita ellittica di crociera per immettersi in quella
circolare finale.
Il semiasse maggiore dell’ellisse deve essere uguale a a = (r1 + r2)/2, dal
quale otteniamo l’energia per unità di massa di tale orbita tramite la (A.6).
E’ semplice ora calcolare la velocità che la sonda deve avere nel pericentro e
nell’apocentro dell’ellisse di Hohmann:
vp =
√
2
GM
r1
− GM
a
, (C.1)
va =
√
2
GM
r2
− GM
a
. (C.2)
Δv
Δv
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2
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Figura C.3: Le due orbite disegnate con la linea continua sono quelle di partenza
(interna) e di arrivo (esterna). L’ellisse tratteggiato è l’orbita su cui si immette
la sonda per passare dalla prima alla seconda; si noti che lo spacecraft percorre
il semiellisse destro, ai cui capi sono applicate i due impulsi.
Le due manovre impulsive devono fornire una variazione di velocità che è la
somma delle seguenti:
∆v1 =
(√r2
a
− 1
)√GM
r1
, (C.3)
∆v2 =
(
1−
√
r1
a
)√GM
r2
. (C.4)
Osservazione 26. Nel caso volessimo passare dall’orbita più esterna di raggio
r2 a una più bassa di raggio r1 la linea d’azione è molto simile; è facile vedere
come le variazioni di velocità sono scambiate temporalmente e che esse hanno
direzione opposta al caso descritto, in modo tale da portare un rallentamento,
non un aumento di velocità.
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C.5 Missione interplanetaria
Una missione che parte dal nostro pianeta e ne deve raggiungere un altro necessi-
ta di essere pianificata in ogni dettaglio, in quanto la conoscenza della posizione
dei pianeti, dei tempi di viaggio e del quantitativo di carburante sono essenziali
per poter giungere al pianeta target.
In questo paragrafo descriveremo le tappe di una possibile missione interpla-
netaria; le fasi principali sono quelle di fuga dal pianeta di partenza, di crociera
interplanetaria e di cattura nel campo gravitazionale del corpo celeste di arrivo.
Prima di descrivere queste tre fasi, definiamo il concetto di sfera di influenza
(o sfera di Hill) attorno ad un pianeta. Supponiamo che la sonda sia in orbita
attorno ad un corpo celeste A e ci sia un corpo B con massa maggiore (intorno
a cui orbita A) che applica ad essa una perturbazione gravitazionale.
Consideriamo il sistema di riferimento non inerziale che ruota insieme alla
coppia A e B. Un punto sulla congiungente tra i due corpi risentirà di tre forze
in questo sistema: la forza gravitazionale di A, quella di B e la forza centrifuga
dovuta al fatto che il sistema di riferimento sta ruotando.
Definizione 14. Preso il segmento congiungente congiungente A e B, la massi-
ma distanza dal centro di massa di A per cui nel punto considerato la risultante
delle tre forze in gioco è diretta verso A, è il raggio della sfera di influenza. Se
un corpo si trova all’interno tale sfera lungo tutta una sua orbita chiusa, allora le
sole perturbazioni dovute a B non possono strapparlo dal campo gravitazionale
di A.
Il raggio r della sfera di influenza di A rispetto a B (supponendo che esse
stiano percorrendo orbite circolari nel sistema di riferimento inerziale) si ottiene
tramite la formula
r = rAB
(mA
mB
) 1
3
. (C.5)
In (C.5) abbiamo indicato con rAB la distanza tra i due corpi celesti, con
mA la massa di A e con mB quella di B.
Quando lo spacecraft si trova all’interno della sfera di influenza di A uti-
lizzeremo l’approssimazione che la sonda stia percorrendo un’orbita kepleriana
intorno ad A.
Per i quattro satelliti galileiani (numerati in ordine di distanza da Giove) il
raggio della loro sfera di influenza rispetto a Giove è r1 = 15223 km, r2 = 19693
km, r3 = 45727 km, r4 = 72213 km.
C.5.1 Fase di crociera
Tale fase è la seconda in ordine temporale, ma la prima da progettare, in quanto
ci fornirà la velocità con cui lo spacecraft lascerà la sfera di influenza della Terra
e quella con cui giungerà in quella del pianeta target.
Essa è realizzabile tramite una manovra di Hohmann il cui ellisse è definito
dal semiasse maggiore a = (r1 + r2)/2, dove r1 è il raggio dell’orbita del pianeta
di partenza, mentre r2 del pianeta target.
Supponiamo che si voglia mandare la sonda verso un pianeta esterno, allora
la Terra (o comunque il pianeta di partenza) si troverà nel perielio dell’ellisse.
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E’ necessaria quindi una velocità rispetto al Sole pari a vp data da (C.1) e va
da (C.2).
C.5.2 Fase di fuga
Una volta calcolata la velocità che la sonda deve possedere al perielio dell’ellisse
di Hohmann, possiamo trovare la velocità di eccesso iperbolico v∞ con cui lo
spacecraft lascia la sfera di influenza del pianeta di partenza (per esempio la
Terra). Poiché il nostro pianeta si muove già intorno al Sole con una velocità di
v⊕ = 29.78 km/s, la velocità cercata è
v∞ = vp − v⊕.
Questa deve essere la velocità sull’iperbole a distanza molto grande e sup-
ponendo che essa sia parallela alla velocità della Terra. Comunque la sonda si
troverà inizialmente su un’orbita circolare di parcheggio attorno alla Terra con
un certo raggio ri e avrà già una velocità
vi =
√
GM
ri
.
La manovra effettuata in un punto dell’orbita qualsiasi (in realtà per ottimiz-
zare deve essere effettuata in un punto tale che la velocità di eccesso iperbolico
sia parallela a quella della Terra) immetterà la sonda sull’orbita iperbolica. Il
punto di manovra sarà anche il pericentro dell’iperbole, possiamo allora calcolare
la velocità necessaria:
v =
√
(v∞)2 + 2
GM
ri
e di conseguenza la variazione di velocità:
∆v = v − vi
C.5.3 Fase di cattura
La fase di crociera fornisce anche la velocità nell’afelio dell’orbita di Hohmann,
di conseguenza la velocità di eccesso iperbolico con cui lo spacecraft entra nella
sfera di influenza del pianeta di arrivo è
v∞ = vtarget − va.
La sonda percorrerà un’orbita iperbolica intorno al pianeta target e una
volta giunto alla distanza rf dal pianeta, che per comodità supponiamo essere il
pericentro dell’iperbole, effettuerà una manovra di rallentamento per immettersi
nell’orbita circolare di lavoro intorno al corpo celeste. Poiché la velocità nel
pericentro dell’iperbole vale
v =
√
(v∞)2 + 2
GM
rf
,
è necessaria un ∆v che conferisca alla sonda la velocità giusta per immetterla
nell’orbita circolare di raggio rf :
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∆v = v − vf .
C.6 Gravity assist
Con il termine gravity assist intendiamo che lo spacecraft utilizza il campo
gravitazionale di un corpo celeste per aumentare o diminuire la sua velocità.
Supponiamo che lo spacecraft sia in orbita intorno al Sole (per esempio è in
fase di crociera tra un pianeta e l’altro) e che passi dentro la sfera di influenza di
un pianeta orbitante intorno alla nostra stella. Osservando la sonda dal pianeta
la sua velocità sarà molto grande, troppo perché l’orbita sia chiusa: essa sarà
un’iperbole, almeno nell’approssimazione della sfera di influenza.
Quando essa entrerà in tale sfera avrà una velocità di eccesso iperbolico
pari a v∞ e per simmetria anche quando ne fuoriesce. Le due velocità però
avranno direzioni diverse; quello che accade è che il campo gravitazionale del
pianeta ha agito come una manovra impulsiva, fornendo una ∆v alla velocità
della sonda. Essa nel sistema del pianeta avrà cambiato solo la direzione della
velocità, ma non il modulo; mentre, come si nota dalla Figura C.4, rispetto al
Sole lo spacecraft cambia velocità sia in direzione che in modulo.
Quanto descritto può essere usato essenzialmente in due modi: per aumen-
tare la velocità dell’orbita intorno al Sole o per diminuirla. I due casi sono
individuabili dalla posizione del pericentro dell’iperbole: se esso si trova nel
semipiano definito dalla normale alla velocità del pianeta e contenente quest’ul-
tima, allora si ottiene un rallentamento, mentre se si trova nell’altro semipiano
abbiamo un aumento di velocità.
1 2
planet
case 1
case 2
δ
δ
v⨂
vv
v
v
∞, ∞,
∞,
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2
Figura C.4: Due possibili gravity assist con un pianeta; come mostrato negli
schemi a destra della figura, nei quali la freccia segnata con i puntini è la velocità
iniziale rispetto al Sole e quella con i tratti è la velocità finale, il caso 1 fornisce
un aumento della velocità totale della sonda, mentre il caso 2 un rallentamento.
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Indicando con v⊗ il vettore velocità del pianeta ⊗ considerato, la velocità
iniziale dello spacecraft rispetto al Sole sarà v⊗+v∞,1, mentre quella finale v⊗+
v∞,2. Essi in generale avranno moduli e direzioni differenti, è necessario perciò
calcolare ∆v tramite una differenza vettoriale e per farlo ci serve descrivere
l’iperbole che percorre la sonda nella sfera di influenza del pianeta.
Se chiamiamo δ l’angolo appartenente a (0, pi) tra gli asintoti dell’iperbole,
il quale definisce come cambia la direzione di v∞, la variazione di velocità in
modulo è semplicemente:
∆v = 2v∞ sin
δ
2
.
Per calcolare l’angolo δ dobbiamo studiare l’orbita iperbolica, osservando che
le velocità di eccesso iperbolico sono all’incirca parallele ai due asintoti. Utiliz-
zando l’equazione della conica data da (A.5), con un semplice studio geometrico
otteniamo:
sin
δ
2
=
1
e
. (C.6)
Il termine e è come di consueto l’eccentricità dell’orbita, e si può ricavare
dalla formula del pericentro rp = a(1− e).
L’effetto del gravity assist dipende sia da v∞, cioè da come entra lo spacecraft
nella sfera di influenza, e dall’angolo δ. Per aumentare quest’ultimo, dalla (C.6),
è necessario diminuire l’eccentricità e, ma questo è possibile fino a un certo
punto. Infatti una diminuzione di e porta ad un abbassamento del pericentro
e se tale quota fosse minore del raggio del pianeta porterebbe all’impatto della
sonda.
Per ultimo osserviamo che lo scenario presentato può essere facilmente tra-
sportato a Giove (che prende il ruolo del Sole) e ai suoi satelliti.
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Appendice D
Sviluppo dei potenziali
tramite armoniche sferiche
In molti casi è utile sviluppare il potenziale gravitazionale e quello mareale in
serie di potenze, in modo da avere una loro descrizione alternativa.
Prendiamo il caso del potenziale gravitazionale; esso sappiamo essere della
forma
U(x) =
∫
W
Gρ(p)
|x− p|dp,
con x punto in cui calcoliamo il potenziale e ρ funzione di densità con supporto
W . Per esprimere il vettore x utilizziamo le seguenti coordinate polari (r, θ, λ).
Riscrivendo il termine
1
|x− p| =
1
x
(
1− 2 |p||x| cosψ +
|p|2
|x|2
)−1/2
,
dove ψ è l’angolo tra i due vettori x e p, possiamo ottenere la seguente espansione
di U
U(x) =
∞∑
l=0
G
|x|l+1
∫
W
ρ(p)|p|lPl(cosψ)dp,
con Pl i polinomi di Legendre definiti in (3.3).
Dall’equazione di Laplace ∆U = 0 e non introducendo alcuna simmetria,
invece, otteniamo una scrittura in serie di potenze di questa forma:
U =
GM
r
{ ∞∑
l=0
l∑
m=0
Plm(sin θ)
Rl
rl
[Clm cos(mλ) + Slm sin(mλ)]
}
,
con Plm le funzioni associate di Legendre, definite da (3.6), e R il raggio
equatoriale del corpo che genera il campo.
Notiamo che per giungere a tale scrittura abbiamo scelto le sole armoniche
esterne (della forma A/rl+1), eliminando quelle interne (della forma Brl), le
quali descrivono un campo gravitazionale dentro a una cavità circondata da
una distribuzione di massa (per maggiori dettagli consultare [25]).
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Dalle due diverse scritture possiamo ottenere una descrizione fisica per le
singole armoniche sferiche, alcuni esempi sono mostrati nel Capitolo 5.
D.1 Proprietà analitiche delle funzioni armoni-
che
Enunciamo ora le proprietà dell’espansione del potenziale gravitazionale in ar-
moniche sferiche. Indicheremo le singole funzioni armoniche con questa nota-
zione Ylmi, dove:
Ylmi =
{
Plm(sin θ) cos(mλ) se i = 1
Plm(sin θ) sin(mλ) se i = 0
• Ortogonalità: definito il seguente prodotto scalare sulla superficie della
sfera di raggio 1
Ylmi · Yl′m′i′ =
∫
S(1)
YlmiYl′m′i′dS,
otteniamo che se gli indici corrispondenti non sono tutti uguali allora
il risultato è 0. Quindi le funzioni Ylmi sono un insieme di funzioni
ortogonali.
• Normalizzazione: possiamo richiedere che il prodotto tra due armoniche
dello stesso tipo dia come valore 1. Per fare ciò dobbiamo ricorrere a una
ridefinizione del funzioni Ylmi:
Y lmi = HlmYlmi, con Hlm =
√
(2l + 1)(2− δ0m) (l −m)!
(l +m)!
.
In questo modo anche i coefficienti Clm e Slm cambiano, diventando i
coefficienti armonici normalizzati Clm = Clm/Hlm e Slm = Slm/Hlm, con
cui si lavora effettivamente (vedi Capitolo 5).
• Convergenza: dalla regola di Kaula otteniamo che la serie converge in
norma L2 sulla sfera di raggio R. Infatti essa afferma che |Clm| = K/l2
e |Slm| = K/l2, con K adimensionale e fisso; di conseguenza la serie delle
armoniche sferiche va come
∑
l 1/l
3.
• Completezza: le funzioni Y lmi sono una base per lo spazio delle funzioni
armoniche definite sulla sfera. Se aggiungessimo un ulteriore funzione
all’insieme, quest’ultima avrebbe prodotto scalare nullo con tutte le altre;
in questo senso le funzioni Y lmi formano un insieme massimale.
Dalle proprietà precedenti otteniamo allora che Clm e Slm descrivono in
maniera univoca il potenziale gravitazionale.
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Appendice E
Teoria perturbativa lineare
per la presenza di un terzo
corpo
Data una funzione di perturbazione R, che in generale dipenderà da tutti e
sei gli elementi kepleriani del corpo perturbato, valgono le seguenti equazioni
planetarie di Lagrange, che descrivono come variano gli elementi orbitali:
da
dt
=
2
na
∂R
∂M
, (E.1)
de
dt
=
1− e2
na2e
∂R
∂M
−
√
1− e2
na2e
∂R
∂ω
, (E.2)
dI
dt
=
cot I
na2
√
1− e2
∂R
∂ω
− 1
na2
√
1− e2 sin2 I
∂R
∂Ω
, (E.3)
dΩ
dt
=
1
na2
√
1− e2 sin2 I
∂R
∂I
, (E.4)
dω
dt
= − cot I
na2
√
1− e2
∂R
∂I
+
√
1− e2
na2e
∂R
∂e
, (E.5)
dM
dt
= n− 1− e
2
na2e
∂R
∂e
− 2
na
∂R
∂a
. (E.6)
Si noti, come è ovvio che sia, che senza perturbazioni i primi 5 elementi
kepleriani non subiscono variazioni. Esse infatti sono delle costanti del moto in
un problema di Keplero (vedi Appendice A), cioè per un problema dei due corpi
imperturbati.
In più la perturbazione sul moto medio si ottiene dall’equazione che lega
quest’ultimo al semiasse maggiore n2 = GM/a3, ottenendo:
dn
dt
= −3n
2a
da
dt
= − 3
a2
∂R
∂M
. (E.7)
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E.1 Funzione di perturbazione nel caso di orbite
complanari
Supponiamo che via siano due corpi celesti che stanno orbitando intorno ad una
stella (o nel caso di due satelliti, intorno ad un pianeta pianeta). Per semplicità
consideriamo i loro moti complanari; allora la funzione di perturbazione per il
corpo 1 dovuta alla presenza del corpo 2, è esprimibile in serie di potenze delle
eccentricità:
R =
Gm1m2
a2
j∑
n,m,h,k
en1 e
m
2 C
j
nmhk(α) cos [j(λ1 − λ2) + h(λ1 −$1) + k(λ2 −$2)],
(E.8)
dove α = a1/a2 < 1, in quanto consideriamo il corpo 1 più interno rispetto al
corpo 2.
Osservazione 27. Se tra i moti orbitali dei due corpi non sono presenti risonanze,
allora la maggior parte delle variazioni descritte nel paragrafo precedente sono
solo periodiche e non secolari. In particolare la variazione del semiasse maggiore,
e così quella del moto medio, è mediamente nulla.
E.2 I coefficienti di Laplace
Per calcolare i coefficienti Cjnmhk abbiamo bisogno dei coefficienti di Laplace
bjs(α). Essi sono esprimibili tramite la formula (vedi [4]):
bjs(α) =
1
pi
∫ 2pi
0
[1− 2α cosψ + α2]−s cos (jψ)dψ.
Per i calcoli del Capitolo 4 ci interesseranno i seguenti coefficienti:
C02200(α) =f0(α) =
1
8
(
2α
d
dα
+ α2
d2
dα2
)
b01/2(α),
C210−10(α) =f1(α) = −
1
2
(
4 + α
d
dα
)
b21/2(α),
C1010−1(α) =f2(α) =
1
2
(
3 + α
d
dα
)
b11/2(α)− 2α,
C420−20(α) =f3(α) =
1
8
(
44 + 14α
d
dα
+ α2
d2
dα2
)
b41/2(α),
C2020−2 =f4(α) =
1
8
(
38 + 14α
d
dα
+ α2
d2
dα2
)
b21/2(α),
C311−1−1 =f5(α) = −
1
4
(
42 + 14α
d
dα
+ α2
d2
dα2
)
b31/2(α),
C111−11 =f6(α) =
1
4
(
2− 2α d
dα
− α2 d
2
dα2
)
b11/2(α),
i quali, sempre nel Capitolo 4, abbiamo calcolato tramite il programma di calcolo
integrale di Octave.
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